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1 INTRODUCTION 


L’aire d’un rectangle À de côtés a et b est ab, par définition. Lorsque 
a et b sont des entiers, cette aire est égale au nombre de carrés de côté 
unité nécessaires pour recouvrir À. L’aire du triangle rectangle de base a et 
de hauteur b est bien évidemment ab/2. On en déduit l’aire d’un triangle 
quelconque puis, par triangulation, celle d’un polygone arbitraire. 

Le calcul de l’aire d’un domaine D délimité par des courbes plus com- 
plexes, par exemple des arcs de cercle ou des segments de parabole, nécessite 
un passage à la limite. Dans le cas où D est déterminé par le graphe d’une 
fonction f continue et positive sur un intervalle compact [a, b] !, 


D={(x,y)la<zr<b,0<y< f(x)} 


considérons avec Riemann une partition P de l'intervalle [a, b] : 
P'= ro: rite. Où GE 1 Cm mm ee Co, = 


Alors la somme supérieure 
SAP) = S sup{f(x) | 2x1 < 2 < 2} (2x — Th_1) 
k=1 


fournit une borne supérieure pour l'aire requise et la somme inférieure 


n 


s(f,P) = D inf{f(x) | zx < 3 < ax}(œx — 2x1) 


k=1 


en fournit une borne inférieure. En utilisant les propriétés des fonctions 
continues sur les intervalles compacts, on montre que 


inf{S(f,P) | P} = sup{s(f,P) | P} 


et c’est cette valeur commune que l’on prend pour mesure de l’aire du do- 
maine D. On exprime ceci en disant que la fonction f est intégrable au sens 
de Riemann sur l'intervalle [a, b], d’intégrale 


b 
| f(x) de = inf{8(f,P) | P} = sup{s(, P) | P}. 


![a,b] désigne un intervalle contenant ses extrémités, ]a, b[ désigne un intervalle ne 
contenant pas ses extrémités et (a,b) désigne un intervalle contenant peut-être ses 
extrémités. 


Lorsque la fonction f n’est pas continue, il n’est plus certain qu’elle soit 
intégrable au sens de Riemann, même si elle est positive et bornée. Un 
exemple d’une telle fonction est fourni par la fonction indicatrice des nombres 
rationnels f — Io, définie par 


_f 1 sireQ 
lee { O0 sinon, 


qui n’est intégrable sur aucun intervalle [a, b] puisque l’on a toujours 
S(Io,P)=b-a, s(lo,P) = 0. 


On peut essayer d'élargir la classe des fonctions intégrables, et ceci 
est l’objet de notre cours, en considérant avec Lebesgue des partitions de 
l’axe des ordonnées plutôt que des partitions de l’axe des abscisses. Nous 
étendrons d’abord la notion de longueur d’un intervalle, 


(la, b]) =b— a, 


à une classe plus vaste d’ensembles (nous les nommerons : ensembles me- 
surables et la longueur généralisée : mesure). Nous considérerons alors la 
somme 


on(f)= DE ME 


Bel À <<) 


et À(E%) est la mesure de E%. ( Pour alléger l’exposé, nous avons supposé ici 
que 0 < f(x) < 1. ) Cette somme d’aires de rectangles généralisés constitue 
une bonne approximation de l’aire du domaine D cherchée : lorsque m est 
grand en effet, f est presque constante sur E,. La complexité de la fonction se 
traduit par la complexité des ensembles F4. Si f est monotone par exemple, 
les ensembles Æ% sont des intervalles et la somme o,,(f) se réduit à la somme 
s(f,P) correspondante. Pour une classe très vaste de fonctions (nous les 
appellerons : fonctions mesurables), nous verrons que 
lim om(f) 


m— +00 


existe et généralise effectivement la notion d’aire précédemment obtenue. 
Une telle fonction sera dite intégrable au sens de Lebesgue, d’intégrale 


le lim of). 


m— +00 


La propriété de la mesure qui permettra ces développements est la pro- 
priété d’additivité : désignant par ÿ:, E, la réunion d’une suite finie ou 
infinie d’ensembles mesurables deux à deux disjoints?, nous aurons 


(5 e.)-5a 
nm nm 
et c’est sur cette propriété fondamentale que reposera toute la théorie. 


1.1 Exercices 


1. Vérifier que la fonction 
xt IQ(x) 


est partout discontinue. 


2. Déterminer l’ensemble des points de continuité de la fonction 
xt zlo(x). 


3. Déterminer les ensembles Æ4 associés à la fonction Io. 


2et par E1 + E2 la réunion de deux ensembles disjoints. 


2 ENSEMBLES MESURABLES 


Nous allons généraliser la notion de longueur en deux étapes. Nous asso- 
cierons d’abord à tout ensemble E € R un élément À\'(E) de [0, +oo]*appelé 
mesure extérieure de Æ qui, lorsque Æ est un intervalle, se réduit à sa lon- 
gueur. Nous restreindrons ensuite la fonction E + À*(E) ainsi définie sur 
l’ensemble $(R) de toutes les parties de R à une famille £ appropriée d’en- 
sembles de façon à avoir la propriété d’additivité. Ces ensembles seront les 
ensembles mesurables et la fonction restreinte sera la mesure. Nous verrons 
ensuite des exemples d’ensembles mesurables et étudierons des propriétés 
supplémentaires de la mesure. 


2.1 Mesure extérieure 


La mesure extérieure À*(E) d’un ensemble E C R est définie par 
l'équation 


(CE) = inf De —&)|EC(] ml} (1) 
k 


k 


la borne inférieure étant calculée sur la famille des suites finies ou infinies 
d’intervalles ouverts { |az,bx[ }x recouvrant E. Pour étudier ses propriétés, 
nous nous appuierons sur le théorème suivant. 


Théorème 1 (Borel-Lebesgue) Tout recouvrement d’un intervalle com- 
pact |a, b] par des intervalles ouverts { ]a, bal }acA contient un sous-recouvrement 


fini. 
Démonstration. 


Supposons le contraire. Alors au moins l’un des deux intervalles 


ge) Las 
2 ? 2 


[a, ,b] 


ne pourrait être recouvert par un nombre fini des intervalles Ja, bal. Donc 
au moins l’un des quatre intervalles 


us a us pr? ‘ha ere 
ER LTRES EI rFS Tr 
#On convient que si a € [0,+o], a+ (+00) = +00, que si a €] 0, +oo], a x (+co) = +00 
et enfin que 0 x (+oo) = 0. 


sb] 


ne pourrait l'être. Ainsi de suite. On obtiendrait de cette façon une suite 
d’intervalles emboîtés, 

HebSiDsESs 
dont le n°" aurait pour longueur (b — a)/2". L'intersection de tous ces 
intervalles se réduirait à un point x de {[a, b]. Il existerait donc un intervalle 
laa, bal contenant ce point et, par suite, tous les intervalles JZ, à partir d’un 


certain rang, contredisant leur définition. C.Q.F.D. 
Dans le théorème suivant, E + xo désigne le translaté de E par xo : 
E+zro={y|y=2+70,7€E"}. 


(Ne pas confondre E + x0 avec E + {xo}.) 


Théorème 2 La mesure extérieure À* : BR) — [0,+o] possède les pro- 
priétés suivantes : 


1. EC F implique que X'(E) < X(F); 
2. quel que soit xo, À'(E + xo) = À*(E) ; 
3. pour tout intervalle (a,b), A'((a,b)) =b—a; 


4. pour toute suite finie ou infinie d’ensembles {Ez}x, 
x [U si) < EN ED. 
k k 


Démonstration. 

La première propriété (monotonie) suit de ce que tout recouvrement de F 
est aussi un recouvrement de E et la deuxième (invariance sous translation) 
découle de ce que la longueur d’un intervalle est invariante sous translation. 

Pour démontrer la troisième, considérons d’abord le cas d’un intervalle 
compact [a, b]. Soit e > 0. La relation 


[a,b] Cla—e,b+el 


montre que 
X([a,b]) £ \'(la—eb+e[) <b— a +2 


donc, € > 0 étant arbitraire, que 


X*([a, b]) < b— a. 


Pour obtenir l'inégalité opposée, il suffit, en vertu du théorème de Borel- 
Lebesgue, de montrer que, si 


On à 


Pour ce faire, on peut supposer que les intervalles du recouvrement fini sont 
énumérés de telle sorte que 


a <a< ap <b <az <b2<::-<an_1 <bN-2 < an < bN_1 <b < DK. 
Alors 


(bn — an) + (bn-1 — an-1) ++: + (b2 — a2) + (b1 — «1 
= bn + (bn-1 — an) + (bn-2 — an-1) + +: + (b1 — a2) — ai 
>bN—-a >b—a. 


Si l'intervalle (a, b) est borné, les inclusions 
la+e,b—e] C (a,b) € [ab] 
entraînent 
b—a— 2e < X*((a,b)) <b— a. 
Enfin, si l'intervalle (a, b) n’est pas borné, il contient des intervalles bornés 
de mesure extérieure arbitrairement grande et, par monotonie, 


À"((a, b)) = +00 = b— a. 


Pour démontrer la quatrième propriété (sous-additivité), considérons 


pour chaque k une suite d’intervalles ouverts { ]a aÿ, pl }; tels que 


k € 
HE af, bf >_ Gi — aÿ) < X(En) + 37. 
J 


Alors les intervalles { jaÿ : pô }j,4 forment une famille au plus dénombrable 


(c’est-à-dire peuvent être rangés en une suite finie ou infinie) telle que 


Ur € UU le bt 


d'où 


C.Q.F.D. 


2.2 Ensembles mesurables 


La fonction À* que l’on vient d'introduire ne devient additive que si on 
la restreint à la classe des ensembles mesurables. Un ensemble E € KR est un 
ensemble mesurable si 


quel que soit ACR, À*“(A) = \(AE) + (AE). 

Puisque, par sous-additivité, on a toujours 
quel que soit ACR, À*“(A) < X'(AE) + X(AE°), 

il suffit, pour démontrer qu’un ensemble Æ est mesurable, de vérifier l'inégalité 
quel que soit ACR, À*“(A) > X'(AE) + X(AE°) 

et, pour ce faire, on peut bien sûr supposer que 


X'(A) < +oo. 


Théorème 3 Pour toute suite finie ou infinie d’ensembles mesurables {Ez}# 
deux à deux disjoints, on a 


à” 5 si) = NX (Ex). 
k k 


Démonstration. 
Considérons un ensemble À € R quelconque et vérifions d’abord, par 
récurrence sur NN, que 


N N 
de (5 ei) = NX (AE). (2) 
k=1 k=1 


Cet énoncé est en effet trivial pour N = 1 et, s’il est vrai pour N, 


N+1 N+1 N+1 
\ ds se) = X* (5 se) Ex) et (5 sui) in) 
k=1 k=1 k=1 


N+1 


N 
= (AE) + X* (5 se) = N X'(AE). 
k=1 k=1 


Dans le cas d’une suite finie, {Ex }1<K<N, on a donc bien, en prenant À =R, 


que _ ". 
Ÿ 5 si) = NX (Ex). 
k=1 k=1 


Dans le cas d’une suite infinie, {Ex }1<x<+, On a, pour chaque N, que 


N N +00 
D XE)=X (5 si) SX es si) 
k=1 k=1 


k=1 


donc que 
+00 +00 
SEE X D si) 
k=1 k=1 
La sous-additivité de la mesure extérieure implique l’inégalité opposée. C.Q.F.D. 


Nous dénoterons par £ la famille des ensembles mesurables. Le théorème 
suivant peut s’énoncer en disant que cette famille forme ce que l’on appelle 
une tribu. 


Théorème 4 La famille £ € SUR) des ensembles mesurables possède les 
propriétés suivantes : 


1. R est mesurable ; 
2. le complémentaire E° d’un ensemble mesurable E est mesurable ; 


3. la réunion d’une suite finie ou infinie d’ensembles mesurables {Ex }x 
est mesurable ; 


4. l'intersection d’une suite finie ou infinie d’ensembles mesurables {Ez}# 
est mesurable. 


Démonstration. 

Les deux premières propriétés sont évidentes de la définition et la qua- 
trième découle, par complémentarité, de la deuxième et de la troisième. 

Pour démontrer cette dernière, considérons d’abord le cas de deux en- 
sembles mesurables 1 et E2. Alors, quel que soit ACR, 
= X'(AE1ES + AË2) + N'(AESES) < X'(AELES) + X'(AE) + X'(AESES) 

= (AE) + X(AE2) = X (À). 

Par récurrence sur N, la réunion de toute suite finie d’ensembles mesurables 
{Ex}i1<k<n est donc mesurable et, par complémentarité, ainsi en est-il de 
leur intersection. 

Considérons maintenant une suite infinie d’ensembles mesurables deux à 
deux disjoints {Æ%}%. En vertu de l’équation (2), on a, quel que soit AC R 
et quel que soit N, 


sur (ain) x (a( Se) ) 


k=1 


N N 
= D X'(AE) + (a où i 


k=1 
N 
> DA (AE4) + (a | Ex 


de telle sorte que 


+00 oo 
X*(4) > SX'(AE4) + X* (a D Ex 


k=1 


RE 


ce qui montre que » x Ex = [4 Ex est mesurable. 
Envisageons enfin le cas d’une suite infinie quelconque {Æ%}4. Posons 


F=E, B=bE, F3 = E3EÎES ,..., Fn = EnEiEs:..ES 


n—1 


Ces ensembles F} sont mesurables et deux à deux disjoints de telle sorte que 
leur réunion est mesurable. Or 


ZA-Ur 
k k 
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puisque, si & € [, Ex, il existe un premier indice k, tel que x € E%, et alors 
ze F4. C.Q.FD. 


Théorème 5 Tout intervalle T est mesurable. 


Démonstration. 
Considérons d’abord le cas où 1 =]a,+æl[. Soit À € R un ensemble 
quelconque et soient ]az, b4| des intervalles tels que 


AC) ar dnl , D (Ex — ax) < A'(A4)+e. 
k k 


Considérons les intervalles 


I, = lar, br[ NT, I = lax, bel n T°. 


On a 
MAIS [U ï) <dX(H) 
k k 
et 
MAIS [LU x) <d x () 
k k 
donc 


X' (AI) + (AT) < DCE) + OR) = Je — ax) < '(A4)+e. 
k k 


Les autres cas se ramènent à celui qui vient d’être étudié. Par exemple, 


+00 +00 


led = (] lab }1=  Cla+oof nl 7, +00[°). 


k=1 k=1 


C.Q.F.D. 


Théorème 6 Tout ensemble ouvert O est mesurable. 


Démonstration. 
Si x € À, soient 


az = inf{a | Ja,x[ CO} > —-oœ , b4 = sup{b | ]x,b[ € O} < +oo 
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et Zz =]ar, b-[. Alors, ou bien 7, = 1, ou bien 1,1, = Ü. Les intervalles J; 
distincts sont donc au plus dénombrables (chacun d’eux contient un nombre 
rationnel différent). Dénotant ces intervalles par J1,J2,J3,..., O= NY, Jh 
peut s’écrire comme réunion d’une suite finie ou infinie d’intervalles ouverts 
deux à deux disjoints (appelés composantes connexes de O). C.Q.F.D. 


Théorème 7 Tout translaté E + x0 d’un ensemble mesurable E est mesu- 
rable. 


Démonstration. 
Observons d’abord les identités : 


ST + x0 = (S + x0o)(T + xo) , (S + xo)° = S° + x. 
Soit À C R un ensemble quelconque. Alors, en vertu des identités précédentes, 
A(E + x0) = (A — x0)E +x0 , A(E + x0)° = (A — x0)E° + %o. 
Par suite, la mesure extérieure étant invariante sous translation, 


X'(A(E + 20)) + X'(A(E + 0)°) = X'((A — %0)E) + X'((A — x0)E°) 
Nero) 


C.Q.F.D. 


Théorème 8 Tout ensemble N de mesure extérieure nulle est mesurable. 


Démonstration. 
Soit À C R un ensemble quelconque. On a 


X'(AN) + X'(AN°) = X'(AN°) < (A). 


C.Q.F.D. 


2.3 Mesure 


La mesure À est la restriction de la mesure extérieure À* à la tribu des 
ensembles mesurables £. 


Théorème 9 La mesure À : £ — [0,+o] possède les propriétés suivantes : 
1. XE + xo) = X(E); 


12 


2. X((a,b))=b—-a; 
3. pour toute suite disjointe {Ex}, AO x Er) = y A(Ex) : 
4. pour toute suite croissante E1 € E2 € E3 C::., 


+00 
lim A(En) = À [Ü si) 
k=1 


Démonstration. 
Seule la quatrième propriété (continuité) n’a pas encore été démontrée. 
Considérons à nouveau les ensembles 


F=E, B=EbE, F=E3E ,..., = EE, … 


Ils sont disjoints et tels que, pour chaque n, 


k=1 
Par suite, 
À(En) = DA) 
k=1 
et 
+00 +00 +00 
lim A(En) = D (F4) = À D ñ) = X [Ü si) 
Pr te k=1 k—1 k=1 
COFD: 


Une propriété vraie partout sauf aux points d’un ensemble de mesure 
nulle est dite vraie presque partout. Par exemple, la fonction IQ est égale 
à 0 presque partout. Un ensemble dénombrable est toujours de mesure nulle 
mais un ensemble peut être de mesure nulle sans être dénombrable. Ainsi 
en est-il de l’ensemble de Cantor. 


Exemple. Soit X l’ensemble des points x de [0,1] dont le développement 
triadique, 


DR a e0 12h 


ne contient que des 0 ou des 2. Lorsque deux développements sont possibles, 
on convient d'utiliser celui qui contient un nombre infini de 2 : 


1 2 2 2 


3n — gn+1 3n+2 37+3 Los 
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Contenant 2\ points, l’ensemble X n’est pas dénombrable. D'autre part, il 
est clair que 


1 2 2e. NT SE 2 


[0,1]K = J3l+ l5;5l L l5> al L slt 
Par suite, i 
14,72 
CV EM ape rs 
AD, LR) = 2 +5 ++ 
et A(K) = 0. 


L’axiome du choix affirme que le produit cartésien [T,,-1 Ba d’une famille 
d’ensembles non vides B, est non vide, c’est-à-dire qu’il est possible de 
choisir un élément x, de chaque ensemble de la famille : x, € B, pour tout 
a € À. En l’utilisant, on peut obtenir un ensemble non mesurable. 


Exemple. Introduisons une relation d'équivalence sur l'intervalle [0, 1] en 
posant, pour æ,y € [0,1], x = y si x — y € Q. Choisissons, en vertu de 
l’axiome du choix, un nombre x dans chaque classe d'équivalence [x]. Alors, 


l’ensemble Æ des nombres ainsi obtenus n’est pas mesurable. Supposons en 
effet le contraire. Soit 


Q N [—1,+1] = ri Tiens) 


et considérons les ensembles translatés Ex = E + rx. Ils sont disjoints car si 
zEELRE;, x —=a+r;=b+r; avec a,b € E. Comme 


= br ES) 5; 


il faut que a — b, donc que rx = r;, c’est-à-dire que k — j. Les relations 
+00 
[0,1] C SE C [1,2] 
k=1 


(chaque x € [0,1] appartient à [x’] pour un x! € E approprié, donc à F4 
pour un k approprié) entraînent donc 


+00 
1£ SAXE) <3 
k=1 


ce qui est absurde puisque À(Ez) = À\(E) pour tout k. 
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2.4 


1. 


Exercices 


Montrer que tout recouvrement d’un ensemble X € R compact (fermé 
et borné) par des ensembles ouverts contient un sous-recouvrement 


fini. 


.SECRetkeR, 


kE ={y|y=kx,xeËE}. 


Montrer que X*(kE) = [k|\*(E). 


. Soit u* : BR) — [0, +] la fonction définie par 


HE) = sup{(b— a) []a,b[ CE}. 


Cette fonction est-elle monotone ? invariante sous translation ? Préserve- 
t-elle la longueur des intervalles ? Est-elle sous-additive ? 


. Répondre aux mêmes questions si la fonction 4* est définie par 


LU" (E) = card(EZ). 


. Montrer que, si E € R est mesurable et k € R, l’ensemble kE est 


mesurable. 


. Montrer que tout ensemble mesurable borné est de mesure finie. La 


réciproque est-elle vraie ? 


7. Un ensemble de mesure nulle peut-il être ouvert ? Doit-il être fermé ? 


8. Soit e > 0 donné. Construire un ensemble ouvert E de mesure À(E) < € 


10. 


qui soit dense dans R (c’est-à-dire tel que tout nombre réel puisse 
s’écrire comme la limite d’une suite de nombres appartenant à E). 


. Montrer qu’un ensemble Æ € KR est mesurable si et seulement si à 


chaque € > 0 correspond un ensemble ouvert O. € R tel que E € O. 
et que A*(OLE) < €. 
Suggestion : considérer d’abord le cas où À*(E) < +o puis les en- 
sembles Em = E | -m,+m{. 
Montrer qu’un ensemble £ € KR est mesurable si et seulement si on 
peut l’écrire comme la réunion disjointe d’un ensemble de mesure nulle 
N et d’un ensemble qui est une réunion au plus dénombrable d’en- 
sembles fermés F4 : 

E=N+|J". 

k 
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11. Soit y : £ — [0, +oo] une fonction additive. Montrer qu’elle est nécessairement 
croissante et sous-additive. 


12. Soit y : £ — [0, +oo] la fonction définie par 


+00 si E est infini 
H(E) = Ÿ 


card(ÆE) si E est fini. 


Montrer que 1 est additive et invariante sous translation. 


13. Soit {Æ4}x une suite décroissante, 
Er 5 2 Er mr. 
d’ensembles de mesure finie. Montrer que 


+00 
Mana (f si) 


k=1 


L'hypothèse « de mesure finie > est-elle essentielle ? 


14. Une fonction y : £ — [0, +] possède la propriété d’additivité finie si, 
pour toute suite disjointe finie {Ex}1<k<n, 


N N 
fn) -S rs 
k=1 k=1 
Montrer qu’une fonction 
u : £ — [0, +co] 


est additive si et seulement si elle continue et possède la propriété 
d’additivité finie. 
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3 FONCTIONS MESURABLES 


Nous allons maintenant introduire la classe des fonctions mesurables, 
étudier ses principales propriétés et considérer quelques exemples. 


Une fonction f : E£ — R est une fonction mesurable si, quel que soit 
a € R, l’ensemble 


FT (la, +oo[) = {x | f(x) > a} 


est mesurable. En particulier, le domaine de définition E de f doit lui-même 
être un ensemble mesurable puisque 


E= | J{r| f(x) > -n}. 


neN 
En vertu des identités 
+00 1 
{z| f(&) <a} = [{x| f(x) > a- ri 
k=1 


et 
+00 
{| f{e) > a} = [tr 1 SD <a+5 
k=1 


il revient au même de vérifier que les ensembles de type 


{| f(x) <a}, {x| f(x) <a} ou {x]| f(x) za} 


sont tous mesurables. L'image inverse d’un intervalle quelconque (c, d) par 
une fonction mesurable, 


FT" ((c,d)), 


est donc toujours un ensemble mesurable. 


Exemple. Une fonction indicatrice f = Ix, définie par 


1 sixeE 
La(a) = Ÿ 


O0 sinon, 


est mesurable si et seulement si l’ensemble E l’est. 


Théorème 10 Toute fonction continue f : (a,b) — R est mesurable. 
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Démonstration. 
En vertu de la continuité de f, l’ensemble 


{x | (x) > a} 


est relativement ouvert dans (a,b) (c’est-à-dire de la forme ON (a,b) avec 
O ouvert) donc mesurable. C.Q.F.D. 


Théorème 11 Soient f, g: E —R des fonctions mesurables et h : (a,b) —R 
une fonction continue. Alors la fonction composée h o f (si elle est définie) 
et les fonctions f + g et fg sont mesurables. 


Démonstration. 
L'ensemble 


{x [A(F(æ) > a} = FT (RT (la, +oo[)) 


est mesurable parce que l’ensemble h-!(]a,+oo[) est relativement ouvert 
dans (a,b), donc de la forme 


h1( ]a, +oo[ ) = >: Jar, bx[ N (a, b), 


ce qui entraîne que 


FR (a, +oof)) = D FT (Jar be[ N (a,b)). 
k 


La fonction f + g est mesurable en vertu de la relation 
{| fe) +g(x) > a} = [J({zl f() >r}n {xl g(x) > a—r}). 
reQ 


Finalement, la relation 


(+ g)? — f?- 9° 
9 


fg — 


et la continuité des fonctions u + u? et ur cu,cE R, entraînent la mesu- 
rablité de la fonction fg. C.Q.F.D. 


Exemple. Une fonction étagée est une fonction f : R — R dont l’en- 
semble des valeurs est fini. Si 


{a1,a2,a3,...,an} 
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est l’ensemble de ses valeurs non nulles et 


P=f ((a)={fcl =), 


on à 
N 
f = > akle, 
rer 


(représentation canonique). La fonction f est donc mesurable si et seulement 
si chacun des ensembles ÆE4 l’est. 


Exemple. Si une fonction mesurable f : E — R ne s’annule pas, la 
fonction 1/f est mesurable. 


Exemple. Si f : E — R est mesurable, sa valeur absolue |f|, sa partie 
positive 


f+ 


AS opt 0) 


et sa partie négative 


——< = sup{—f,0} 
le sont aussi et l’on a 


Fees ME ere 


Exemple. Si f, g:E — KR sont mesurables, les fonctions 
(f+g)+If — gl 
2 


St à 
2 


sup{f,g} = 
et 


inf{ f,9} = 


le sont aussi. 


Théorème 12 Soient fn : E — R des fonctions mesurables. Alors, sur leur 
domaine de définition respectif, les fonctions 
SUP fn » inf fn ; limsup fn, liminf f» 
neN neN n— +00 n— +00 
et 
lim fn 


n— +00 


sont mesurables. 
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Démonstration. 
Considérons par exemple l’enveloppe supérieure sup,,en fn. Son domaine 
de définition est l’ensemble 


{x | sup fh(x) < +oo}. 
neN 
Pour tout a € R, l’ensemble 
{| sup f(x) > a} = [J{x| fax) > a} 
neN neN 
est mesurable. Le raisonnement est symétrique pour l'enveloppe inférieure 


infnen fn. Le théorème découle alors des relations 


limsup fh = lim sup f, = inf sup fh 
n—+00 k— +00 n>k REN n>k 


et 


liminf f, = lim inf În = Sup inf fn 
n— +00 k—+o n> keNn2Zk 


sur les domaines de définition appropriés et des équations 


lim fn = limsup fn = lim inf fn 
n— +00 n— +00 — +00 


sur l’ensemble 
{x | lim sn Fe Jimi inf Lt 


n—+ 


C.Q.F.D. 


Théorème 13 Soient f : E — R une fonction mesurable et g : E — R une 
fonction coincidant presque partout avec f. Alors g est mesurable. 


Démonstration. 
L'ensemble 


N={x|g(x) À f(x)} 
est de mesure nulle et 


& gx) > a} = (xl gx) > af N)+ (xl f(x) > ajN NT). 


Le premier ensemble est mesurable parce que de mesure nulle et le second 
est mesurable parce que f l’est. C.Q.F.D. 
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Théorème 14 Soit f : E — R une fonction mesurable positive. Il existe 
une suite de fonctions mesurables positives étagées on : E — R qui croît 
vers f. 


Démonstration. 
Considérons les ensembles 


k—1 k 
et 
Fr = {zin< f(x)}. 
Alors la fonction étagée 
n27 =\Ÿ 
k=1 


est mesurable. Puisque 


En,p = En41,92k-1 + En+1,2k 


et que 
(n+1)27+1 
En = Se He Fes 
k=n27+1+1 
on à 
Pn < Pn+1- 


D'autre part, en chaque point x € FE, on à, pour n assez grand, que 


CO D: 


3.1 Exercices 


1. Soit f : E — R une fonction. Montrer qu'elle est mesurable si et 
seulement si les ensembles 


{x | f(x) > r} 


le sont pour tout r € Q. 
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. Vérifier les relations suivantes : 
ler = Tele, ere = Î£#lr, Tevr = Îs#lr-ler, 1) #, = suplr,. 


. Soit f : (a,b) — R une fonction monotone. Montrer qu’elle est mesu- 
rable. 


. Soient f : R — R une fonction mesurable et x0 € R. Montrer que la 
fonction x f(x + 0) est mesurable. 


. Soient f : R — R une fonction mesurable et k € R. Montrer que la 
fonction x + f(kx) est mesurable. 


. Soit f : (a,b) — R une fonction admettant une primitive (c’est-à-dire 
telle qu’il existe une fonction F : (a,b) — R dont elle est la dérivée : 
f = F’). Montrer qu’elle est mesurable. 


. Soient E C R un ensemble de mesure finie et f : E£ — R une fonction 
mesurable. Montrer qu’à chaque € > 0 correspond N € N tel que 


Az ||f(@) > NT <e 


. Montrer que toute fonction mesurable est limite simple d’une suite de 
fonctions mesurables étagées. 


. Montrer que toute fonction mesurable bornée est limite uniforme d’une 
suite de fonctions mesurables étagées. 
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4 INTÉGRATION 


Ce chapitre constitue le coeur du cours. Nous allons y définir l'intégrale 
d’une fonction mesurable f sur un ensemble mesurable E, 


Ve 


et établir ses trois propriétés fondamentales qui sont la linéarité, la positivité 
et l’additivité. Pour ce faire, nous utiliserons beaucoup le fait que l’équation 


see fn 


est valable sous des hypothèses très générales dans la théorie de Lebesgue 
(théorème de la convergence monotone, théorème de la convergence do- 
minée et lemme de Fatou). Nous terminerons par un théorème justifiant 
la dérivation sous le signe intégral. 


Soit E € R un ensemble mesurable. L'intégrale sur Æ d’une fonction 
mesurable est définie en trois étapes. 


Soit d’abord 
N 
p = >. arle, 
k=1 


une fonction mesurable positive étagée représentée sous sa forme canonique 
(c’est-à-dire que les az sont les valeurs distinctes non nulles de 4). L'intégrale 
de & sur E est définie par l’équation 


N 
Le = D» ax \(E Ex). 


k=1 
On a donc à priori que 


0< foto 
E 


Un moment de réflexion montre que l'équation 


N'! 


Le = da, \(EE,) 


k=1 


est vraie dès que, dans une représentation 
N' 
! 
P— ; axlgy, 
k=1 
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les ensembles mesurables E7, sont deux à deux disjoints, même si les a/, as- 
sociés ne sont pas tous distincts. En effet, chaque valeur non nulle a! est 
alors nécessairement égale à l’une des valeurs a;, les ensembles Æ}, corres- 
pondant à l’une de ces valeurs non nulle forment une partition de l’ensemble 
E; correspondant et la mesure est additive. 

Les trois propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la 
définition : 

X(CE) = 0 implique Fe w=0, 
E 


FCE implique far] D, 
E F 
et 
0<y<v sur E implique fes] 
E E 


Pour vérifier la troisième, on s’aide de la remarque qui vient d’être faite : si 


N' M' 
— ! _— / 
= Date et de YU 
k=1 j=1 
avec 

N' M' 
>= > FER, 
k=1 j=1 


il faut utiliser les représentations 


N' M’ N'_M' 
—— ! = U 
p= D D axlger et d=y y bilzy pr. 
k=1 j=1 k=1 j=1 


Si ensuite f : E — R est une fonction mesurable positive, son intégrale 
sur E est définie par 


Lr=smp{feloso<s sur E}. 


Encore ici, on a à priori 
0 < | f < +00. 
E 


Les trois propriétés suivantes : 
CE) = 0 implique 1 F0, 
E 
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FCE implique fne- fs 
E F 
et 
0<f <g sur E implique Lie fs 
E E 


découlent directement de cette définition et des propriétés correspondantes 
pour les fonctions étagées. 

Si enfin f : E — R est une fonction mesurable quelconque, nous dirons 
qu’elle est une fonction intégrable (ou sommable) sur E si 


[11 < +00 


Lr=fa-fe 


Cette définition a un sens puisque qu’alors, nécessairement, 


Î 8 < + et LE < +. 


Nous dénoterons par £!(E) la classe des fonctions intégrables sur Æ. 


et nous poserons alors 


Remarque. Lorsque Æ est un intervalle [a,b] avec a < b, on conserve 
la notation usuelle pour l'intégrale, en indiquant si nécessaire la variable 
d'intégration : on écrit ainsi 


[s-fr- fre dx 
fre fre fr na 


Exemple. La fonction IQ est intégrable sur tout intervalle (a, b) et 


b 
Jt-0. 
a 


Exemple. Une fonction mesurable bornée est intégrable sur tout ensemble 
de mesure finie. En particulier, une fonction continue est intégrable sur tout 
intervalle compact. 


et 
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Théorème 15 (convergence monotone) Soient E C R un ensemble me- 
surable et fn : E — R des fonctions mesurables positives qui croissent vers 
une fonction f : E — R. Alors 


lim j. Fo | fe 
n— +00 E E 
Démonstration. 


Il est clair que f est une fonction mesurable positive et que 


LONRETR 


Pour démontrer l’inégalité réciproque, soient € > 0 et & une fonction mesu- 
rable positive étagée telle que ÿ < f et considérons les ensembles 


An = {x | Jn(x) 2 (1 — e)p(x)}. 


Ils sont mesurables et, par hypothèse, croissent vers Æ. Si 


N 
e= > als, 
k=T 


est la représentation canonique de w, on a 


N N 


ls > Ja — e)pla, = D (1 ea (AnEx) = (1 — €) D ax (An Ex). 


k=1 k=1 


Utilisant la continuité de la mesure, on en déduit 


N 
mn J # > (1 ei 9 2, AEF:) — (1 ni 9 [ +. 


Le nombre € et la fonction & étant arbitraires, ceci entraîne le résultat. 
C.Q.F.D. 


Remarque. Soient Æ € R un ensemble mesurable et f, : E — R des 
fonctions mesurables positives qui croissent vers +oo sur E. Si A(E) > O, 


lim ff = +00. 
n— +00 E 


En effet, posant 
An = {2 | fn(x) > K}, 
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on à, quel que soit À > 0, 


LA > fa > KN(An) 


E 


n— +00 


donc, par continuité, 


Le nombre K > 0 étant arbitraire, la remarque se trouve justifiée. 


Exemple. Soit f : (a,b) — R une fonction mesurable positive bornée. 
Alors 


n27 


B k—1 FE | k 
— |] ———, — }. 
VE > on xl on << 7) 


Théorème 16 Soient E € R un ensemble mesurable, f,g : E — R des 
fonctions intégrables sur E et a, BG ER. Alors af + Gg est intégrable sur E 


et 
Joñ+8o=afr+6 [3 
E E E 
Démonstration. 


La démonstration se fait en plusieurs étapes. Soient d’abord w et d deux 
fonctions mesurables positives étagées. Représentons-les sous la forme 


N' M' 
e= > le; V= > Br 
= j=1 
les ensembles mesurables E} et F° étant tels que 
N' M! 
LARMES 1 
Da-ÿr-R 
k=1 j=1 
Alors 


N' M' 
! D | b= D aL\(E) + SU) 
E E k=1 j=1 


N' M! N' M' 

= US aXEF) +3 ù DA(ELF)) 
k=1 j=1 k=1 j=1 
N!' M! 

= NS (a + B)A(ELF) = Î (e+ 4). 
k=1 j=1 


27 


Soient ensuite f et g deux fonctions mesurables positives. Il existe deux 
suites de fonctions mesurables positives étagées {on}nen et {Yn}inen qui 
croissent vers f et g respectivement. On a donc 


Lr+ faim, Pen + im fe da = lim (] pu + f 4) 
= lim Gn+n)= [ (+9) 


n— +00 E 


(en vertu du théorème de la convergence monotone). 
Soient enfin f et g deux fonctions intégrables. Alors h = f + g est 
intégrable puisque 


fans fusion = fir+ foi < +. 


hi +f-+g = fi+gri+h 


fu+fr+fos fn fos fr 
RCE 


D'autre part, si & > O0, il est clair que 


fav=afe 
E E 


pour toute fonction mesurable positive étagée 4, donc que, pour toute fonc- 


tion mesurable positive f, 
Î af = a | f: 
E E 


Pour une fonction intégrable f quelconque, af est intégrable (en appliquant 
ce qui précède à «a |f|) et 


Lot= fan fon-= fai-far af #- fra fs 


De plus, on a 


donc 


c’est-à-dire 
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Si, enfin, a < 0, af = (—-a)(—f) est intégrable et 


Lor= feat-n=te /fcn=catfs- [3 
EURE 1 " 


Remarque. Si E — À + B est une partition mesurable de E et f est 


(additivité finie de l'intégrale) en appliquant le théorème précédent aux fonc- 
tions flA et fl. 


C.Q.F.D. 


Théorème 17 Soient E € R un ensemble mesurable, f,g : E — R des 
fonctions intégrables sur E telles que f < g sur E. Alors 


Lr<fo 


avec égalité si et seulement si f — g presque partout sur E. 


o<f@-n=/5- 8 


L'égalité a lieu dès que f — g presque partout sur Æ puisque, posant 


Arf =1@P: = l jo OE 


Le-n=f@-n+/0-9-0 


Réciproquement, observons que si À : E — R est une fonction mesurable 
positive telle que f, h = 0, on doit avoir À = 0 presque partout sur E (on 
prendra ici h = g — f). Posant en effet 


Démonstration. 


On a 


On à 


Ae= {x |) > Eh 
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On à 


1 
o= fn | Hu, > x(4) 
E E k 


X(Ax) = 0 


de telle sorte que 
pour tout k > 0 et donc que 

Ar ll S0p = on. X(A%) = 0. 
C.Q.F.D. 


Remarque. L’inégalité du triangle, 


fl pu 


s'obtient du théorème précédent en y choisissant f = +g. 


On résume les deux théorèmes précédents en disant que £I(E) est un 
espace vectoriel réel sur lequel 
sr [3 
E 


est une forme linéaire positive. L'espace £!([a, b]) contient l’espace C([a, b]) 
des fonctions continues. 


Théorème 18 Soient f : [a,b] — R une fonction continue et F : [a,b] — R 
la fonction définie par 


Fe | | f(b) dt. 


Alors, pour tout x €]a, b|, 


Démonstration. 
Les propriétés de linéarité, de positivité et d’additivité finie de l'intégrale 
entraînent que 


F(x+h) — F(x) 


x+h 
<E] VO-FaIà 
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si À > 0 et 
PERTE 


R f(x) 


1 T 
< 1 à LC) — SG) dt 


si À < 0. Dans les deux cas, 


FEES 
h 


< sup |f(t) — f(x)l 


 H-al<ll 
ce qui permet de conclure. C.Q.F.D. 


Remarque. Le théorème précédent montre que, pour une fonction f conti- 
nue sur un intervalle compact [a, b], l'intégrale de Lebesgue coïncide avec 
l'intégrale de Riemann et peut être évaluée au moyen du théorème fonda- 
mental du calcul : si Fest une primitive quelconque de f (c’est-à-dire une 
fonction F telle que F' = f ) 


b 
f = F(b) — F(a). 


a 


Il faut cependant noter qu'il existe des fonctions continues telles que 


b 
lim 1. f existe 
[02 


b—+00 


[= +00 


Une fonction à valeurs dans [0,+c] apparaît dans le théorème suivant. 
La mesurabilité et l’intégrale d’une telle fonction sont définies exactement 
comme pour les fonctions positives (à valeur dans [0,+oo[ ). Si l’ensemble 
Ex des points où elle est infinie est de mesure strictement positive, son 
intégrale est aussi infinie alors que si cet ensemble est de mesure nulle, 
l'intégrale peut être finie ou infinie. On peut alors redéfinir la fonction 
sur l’ensemble Ex (en la posant égale à 0 par exemple) sans modifica- 
tion substantielle de ses autres propriétés. Comme nous l’avons remarqué, 
le théorème de la convergence monotone reste valable si la fonction limite 
est à valeurs dans [0, +oco]. 


bien que 
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Théorème 19 (Fatou) Soient E C R un ensemble mesurable et fn : E —R 
des fonctions mesurables positives. Alors 


fut se <timjut 


Démonstration. 
Les fonctions g, : E — R définies par les relations 


= inf fy 
In Fe f 
forment une suite croissante de fonctions mesurables positives telle que 


In < În. 


n— +00 n— +00 


lim 9n < liminf | fe 
E E 


En vertu du théorème de la convergence monotone, 


a, Jon = mm on = Jimmins 
ce qui termine la démonstration. C.Q.F.D. 


Remarque. En vertu du lemme de Fatou, pour montrer que 


liminf fn < +oo 


n— +00 


presque partout sur E, il suffit de montrer que 


iminf / În < +00. 
E 


n— +00 


Théorème 20 (convergence dominée) Soient E C R un ensemble me- 
surable et fn : E — R des fonctions intégrables qui convergent vers une fonc- 
tion f: E — KR. Supposons qu'il existe une fonction intégrable g : E — R 
telle que |fn(æ)| < g(x) pour n € N et pour tout x € E. Alors 


fie fs 
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Démonstration. 
On a |f| < get la fonction f est intégrable. Appliquons le lemme de 
Fatou aux fonctions 2g — |f — f,|. On obtient 


[20= finit (29-19-20 <imint / Go 15-50) 


=imint (/ 20 [5-20 = [29 -msup [15 #0 
n>+o JE E E n—+oo JE 


Ceci implique 


in, fi = 0 


mn [= fr 


Théorème 21 Soient fr, : E — R des fonctions mesurables telles que la 
série D} X fx converge sur E. Alors 


+00 +00 
DEN 


pourvu que les fonctions fL soient positives sur E ou pourvu que la série 
De |fK| converge et que sa somme soit intégrable sur E. 


et, à fortiori, 


C.Q.F.D. 


Démonstration. 


On a 
+00 n n 
= 1 = 
fo CE ND 
n +00 
=D fax fi 


la permutation de la limite et de l'intégrale étant justifiée par le théorème 
de la convergence monotone lorsque les fonctions f, sont positives et par le 
théorème de la convergence dominée de Lebesgue lorsque la série re | fxl 
converge vers une fonction intégrable : le rôle des fonctions f,} dans ce 
théorème est ici joué par les sommes partielles 57; fx, 


fn > DR 
k=1 
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et celui de la fonction g par la somme XX |fx| : 


+00 
g—N If. 
k=1 
C.Q.F.D. 


Remarque. Soient 4, € R des ensembles mesurables deux à deux dis- 
joints et f : R — R une fonction mesurable. Alors 


= 
ro n 


pourvu que f soit positive sur Se A4 ou pourvu que f soit intégrable sur 
SX A (additivité de l'intégrale). Ceci suit en effet du théorème précédent 
en l’appliquant à l’ensemble £ = R et aux fonctions fx = f L4,. 


Théorème 22 Soit f : [a,b] x (a,B) — R une fonction admettant une 
dérivée partielle par rapport à son deuxième argument. Supposons que les 
fonctions 


Ô 
zh f(x,t) et x 2L(x,0 
soient intégrables pour chaque t € (a, B), que la fonction 


of 
tr FACE t) 


soit continue pour chaque x € [a,b] et supposons enfin que la fonction 


Of 
DE (rt) 


soit bornée sur [a,b] x (a, B). Alors 


d b b of 
2) Ft) d= | St) dx. 
Démonstration. 


En vertu du théorème des accroissements finis, il existe pour chaque 
x € [a, b] un nombre 0,(t) € [0,1] tel que 


b | ir | ra 
) f(x,t+ ) J(.t) œæ= | PL(st + 6.(#)1) dx. 
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Puisque 


L E 
lim Stat + 0,.(Dh) = 2L(r. b) 


et puisque qu'il existe une constante K > 0 telle que 


Î 


Gt B(DN)| < K 


le théorème de la convergence dominée (qui reste valable même si h approche 
0 de façon continue) implique 


fs res FÉES 


7 
=} . ++ 6,(Dh) d = f nb æ=[# t) 
DT ANR TN = TRS Fa 
C.QFD. 


4.1 Exercices 


1. Soit f € £!(R). Montrer que, pour tout x € R, la fonction x + 
f(x + %o) est intégrable et 


Î . fade . Fed 


2. Soit f € £!(R). Montrer que, pour tout 4 € R, k Z 0, la fonction 
ze f(kx) est intégrable et 


[2 rt8 à nr 7 1 


3. Soit f € L'(E). Montrer que, quel que soit € > 0, on peut trouver une 
fonction mesurable étagée 4 telle que 


Lu-si<e 


4. Soient f € £(E) et g : E — R une fonction coïncidant presque 
partout avec f. Montrer que g € £'(E) et que f,g= f, f 


5. Obtenir la propriété de continuité de la mesure à partir du théorème 
de la convergence monotone. 
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. Déduire le théorème de la convergence monotone du lemme de Fatou. 
. Montrer que l’on peut avoir inégalité stricte dans le lemme de Fatou. 
. Le lemme de Fatou reste-t-il vrai si on y remplace lim inf par lim sup ? 
Soit 


© © 1 © 


fat) = nel. 


Vérifier que, pour tout x £ 0, 


li n(æ) = 0. 
Do 
Calculer ensuite . 
li : dx. 
LU În(x) dx 


10. Vérifier que les fonctions 


fn = = Lo n2] 


convergent vers 0 uniformément sur l’axe réel. Calculer ensuite 


+00 
11. Soit f € £LI(R). Montrer que 
lim f =0. 
+0 J\rl>n 


12. Soit f € £I(R). Est-il nécessairement vrai que 


ln. F= 0? 
Ix1—+00 


13. Soit f € £L!(R). Déterminer 


+00 


lim f(x) sin” x dx. 


14. Calculer 
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15. 


16. 


17: 


18. 


19. 


20. 


Montrer que 
. béinx . 
lim dx existe 


fi” 
0 


Suggestion. Pour la première partie de la question, intégrer par parties. 


puis vérifier que 
sin æ 


dx = +00. 
z 


Soient fn : E — R des fonctions mesurables positives qui décroissent 
vers une fonction f : E — KR. Montrer que 


mn fh=fs 


pourvu que f1 soit intégrable. Cette dernière condition est-elle indis- 
pensable ? 


Soient fn : E — R des fonctions intégrables qui croissent vers une 
fonction f : E — KR. Montrer que 


im het 


pourvu qu'il existe K € R tel que 
Lr<k 
E 


Soient fn : E — R des fonctions mesurables positives qui convergent 
vers une fonction f : E — KR de telle sorte que f, < f pour tout n € N. 


Montrer que 
lim L În = ". f. 
n— +00 E E 


Soient f, : E — R des fonctions intégrables telles que |f,| < g pour 
tout n € N où la fonction g : E — R est intégrable. Montrer qu’alors 


| liminf fn < lim if / În < imsup fn [. lim sup fn. 
E +00 n—+o JE n—+oo JE E n—+00 


Soient fn : Æ — R des fonctions mesurables qui convergent vers 
une fonction f : E — R, gn : E — R des fonctions intégrables qui 


pour tout n € N. 
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convergent vers une fonction intégrable qg : E — R et supposons que 
|fnl < g9n pour tout n € N. Montrer que dans ce cas 


lim f#=} J pourvu que lim = | 9 
n— +00 E E n— +00 E E 


Suggestion : considérer les fonctions g + gn — |f — fl. 


21. Montrer que 


+00 +00 
T 1 
Î it 


22. Montrer que, quel que soit t > 0, la fonction x + e 
sur [0,+co|. 


—?xt—l est intégrable 


23. Justifier la dérivation sous le signe intégral : 


d +00 +00 
a e at! dx = | e ?xt-llogx dr. 
0 0 
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5 ESPACES DE LEBESGUE 


Nous allons maintenant obtenir des propriétés supplémentaires des fonc- 
tions intégrables considérées dans leur ensemble, en tant qu’espaces vecto- 
riels. Nous démontrerons les inégalités de Hülder et de Minkowski, intro- 
duirons la notion de convergence en moyenne et étudierons un théorème 
d’approximation. 


Soient E € R un ensemble mesurable. Les espaces de Lebesgue £P(E) 
sont définis de la façon suivante. Si f : E — KR est une fonction mesurable 


et OU < p < +oo, on pose 
1/p 
Isle = (fur) 
E 


CE) = {FT flp < +00} 


ième 


et 


désigne la classe des fonctions mesurables de p“"*puissance intégrable sur 
E. L'espace £L®(E) quant à lui désigne la classe des fonctions mesurables 
essentiellement bornées sur Æ, c’est-à-dire qui sont bornées presque partout 
sur E. Si f € LV(E), il existe un ensemble F C E tel que ÀA(EF°) = 0 et 


fre = sup|f(x)| < +00. 
xeF 


Ces nombres ||f||r majorant f presque partout sur Æ forment un intervalle 
([fllo, +ool. Cet intervalle est fermé à gauche. En effet, pour tout n € N, 
on à 


1 
|f(æ)| < [flleo + 7m sur Fh avec A(EFY) = 0. 
Donc 


f(x)| <|lfllæ sur ME avec a(e(n r.) )-0 


nEN neEN 


Le nombre ||f||.k est la borne supérieure essentielle de f sur E. 


Exemple. L'espace C([a, b]) des fonctions continues est un sous-espace de 
£P([a, b]) pour tout 0 < p £ +oo et si f € C(la,b]), [Île = Supacres lf(x)|. 


L'étude des espaces de Lebesgue s'appuie sur la notion de convexité. 
Une fonction  : (a,b) — R est une fonction convexe si, quels que soient 
t1,t2 € (a,b) et quel que soit a €]0,1[ , on a 


P(ax1 + (1 — a)x2) < ap(x1) + (1 — a)b(x2). 
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Lorsque l'inégalité est renversée, la fonction est dite concave. 


Théorème 23 Soit D: (a,b) — R une fonction dérivable. Elle est convexe 
si et seulement si sa dérivée est croissante. 


Démonstration. 
La condition est nécessaire. Soient æ1 < x2. Si æ1 < æ < %x2, on peut 
écrire 


— 1 
T2 — ZX] T2 — ZX] 


Lo — TX LT — T1 
TX 


de telle sorte que 


Donc 


p(x) — p(x:) | D(x2) — b(x1) 2 p(x2) — O(x) 
T—ZX] EX Z2 — À] = X2 — X 


et, en passant à la limite, 


La condition est suffisante. Soient +1 < x < x9. L’inégalité à vérifier, 


LX2 — ZX LT — TX] 


(x) < =) na me 7, (2), 
est équivalente à l’inégalité 
D (b(æ) — b(a1)) <= ((æ2) — d(x) 
2 — 1 T2 — T1 


Or, en vertu du théorème des accroissements finis, il existe {1 €E]21,xl et 
t2 EÎr, x2| tels que 


D(x) — d(x1) = d'(t1)(x — 21) , D(x2) — px) = d'(t2)(x0 — x). 


Puisque t1 < x < t2, on a @'(t1) < d'(t2). C.Q.F.D. 
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Théorème 24 (Hôlder) Si f € S(E) et g € LE) où p,q € [1, +] sont 
conjugués, c’est-à-dire tels que 


alors fg € LI(E) et 
Ifglhi < | flpllglla 


avec égalité lorsque 1 < p < +o si et seulement si le rapport |flP/|gl? est 
constant presque partout sur E. 


Démonstration. 
Si p = 1, l'inégalité 


LF(x)g(æ)l < 1F(x)|gllo 
est valable presque partout sur E donc la fonction fg est intégrable et 


I fglh < fa ligllo 


Si 1 < p < +oo, nous pouvons supposer que |f|}, > 0 et que ||g|4 > 0 
puisqu’autrement fg = 0 presque partout sur Æ. Choisissons 


TRUE 


dans l'inégalité suivante (qui résulte de la concavité du logarithme) : 


Ne 2° < ax1 + (1— a)x2 


puis intégrons. Nous obtenons d’abord 


LÂ(æ)g(x) 2 1 CODE 1 (on) 


IFlpllgllg 2 KP» a \ Iglla 


puis 


lg L1,12 


I flpllglla pq 


La discussion du cas d'égalité est laissée en exercice (exercice 4, page 50). 
C.Q.F.D. 


Lorsque À(E) < +co, 


p <q implique £T(E) C (FE) 
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puisqu’alors 
IF < FE) PTE 


En particulier, on a 
C(la,b]) € £X([a,b]) € L£?([a, b]) € L'([a,b)). 


Si p = 2, q = 2 lui aussi et si l’on pose 


fige [. T9: 
E 
l'inégalité de Hôlder s'écrit 
[<fg>1|<|fllale 


(c’est l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales). 


Théorème 25 (Minkowski) Soit 1 < p < +oo. Si f,g € LP(E), alors 
f+ge£(E) et 
I + 91» < [flo + Igllr 


avec égalité lorsque 1 < p < + si et seulement si le rapport f/g est égal à 
une constante positive presque partout sur E. 


Démonstration. 
Sip = 1, l'inégalité | f(x)+g(x)| < |f(x)|+|g(x)| entraîne, par intégration, 


If + glh < fl + gli. 


Si p = +oo, l'inégalité | f(x) +g(x)| < [|fIlx +|lgllx qui est vraie presque 
partout sur E entraîne l'inégalité 


IF + glloo < | flloo + 1glloo- 


Si, enfin, 1 < p < +0, l'inégalité 


f(x) + gx) < 2 (f(x) + 1g(æ)1P) 


montre que f + g € £P(E). De plus, en vertu de l'inégalité de Hélder, 


L+ors fear te fr go 
1—1/p 
< ( ll f+ar) (Ile + gl) 
E 
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de telle sorte que 
If + gl < [fl + gl: 


La discussion du cas d'égalité est laissée en exercice (exercice 10, page 50). 
C.Q.F.D. 


On dit que les fonctions fn € £P(E) convergent au sens de (FE) vers 
une fonction f € £P(E) si 


Em {fx — flo = 0. 
ln — flo 


(Lorsque 1 < p < +, on parle souvent de convergence en moyenne d'ordre 
p et lorsque p — + de convergence presqu’uniforme.) 


Théorème 26 (Riesz-Fischer) Soit 1 < p < +oo. Une condition nécessaire 
et suffisante pour que les fonctions f, € (E) admettent une limite au sens 
de £P(E) est que 
fm — fnllp = 0: 

Démonstration. 

La condition est nécessaire. Si en effet les fonctions f, convergent vers 
une fonction f € £P(E) au sens de S(E), à chaque € > 0 correspond un 
indice n. tel que 


fm — fnllp < Îfm — flp +f — nl < 26 


dès que m,n > ne. 

La condition est suffisante. 

Considérons d’abord le cas où p — +. Il existe des ensembles F,, n € E 
tels que 


fm — fnllo = Sup [fn(x) — fn(x)| et A(EFn) = 0. 


TEËmin 


F= [7] En 


m,neN 


Posons 


Alors ÀA(EF°) = 0 et, quels que soient m,n € N, 


[fm(x) = fn(x)| < I Ér — les si er 
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de telle sorte que, en vertu du critère de Cauchy, 


lim f(x) existe si rer. 
n— +00 


La fonction f : E — R définie par 


__f lims jo fn(x) sixeF 
ra) = {4 size EF° 


est mesurable. De plus, six € F, 
Lf(x) — fax) = Em [fn(t) — fn(x)| < lim fm — fnllo < € 
m—+00 m—+00 
dès que n > n.. Ceci montre que f € £L°(E) et que 
lim ||f — fnllo = 0. 
n— +00 


Envisageons maintenant le cas où 1 < p < +oo. Pour chaque k € N, il 
existe un indice nz tel que 


ls 
fm — fnlE < 3h dès que m,n > ny. 


En particulier, les indices n1 < n2 < n3 < --- sont tels que 


1 
I fn = fille = 3k° 


Considérons la suite partielle { fn, }ren de la suite { fr }nen et vérifions qu’elle 
converge presque partout sur Æ ou, ce qui revient au même, que la série 


+00 


Jr ds Da DE Înx) 


k=1 


converge presque partout sur Æ. Cette série converge même absolument 
presque partout sur E. Soit en effet 


1 
Ar {| ln) — Én QO 2 
Alors 
k k 2k 
X(Ay) <}, nie fa le fes hnul228< _ 
k 


A4 


de telle sorte que 


2k 2N 
A|UA)<) 232 
kK>N k>N 


Si æ d BST Ay, 
1 
| fn: CE) on fn (æ)| " 2k/p 


pour tout k > N et 


+00 
D ne (E) — fax (æ)| < +00: 
k=1 


La série est donc absolument convergente sur le complémentaire d’un en- 
semble de mesure arbitrairement petite. Elle converge presque partout. Désignons 
par F' l’ensemble où la suite partielle converge et considérons la fonction 
f:E —R définie par 


__S limg-o fn(æ) sireF 
fa) = {0 site EF. 


Elle est mesurable et, en vertu du lemme de Fatou, 


Jur- sul <imint / sys 
E j—+ JE  ” 


ce qui montre que f € LP(E) et que les fonctions f,, convergent en moyenne 
d'ordre p vers f. Finalement, l’inégalité 


LÉ — fnllp SE — fnello + ne — fall 


implique que la suite {f,}nen toute entière converge en moyenne d’ordre p 
vers f. C.Q.F.D. 


Remarque. Le raisonnement précédent a de plus montré que toute suite 
de fonctions f, € £P(E) qui converge au sens de (FE) vers une fonction 
f € £P(E) contient une suite partielle qui converge aussi presque partout 
vers f. 


Dans le théorème suivant, le support supp(f) d’une fonction f désigne le 
plus petit ensemble fermé à l'extérieur duquel elle s’annule. C©(R) désigne 


l’espace vectoriel des fonctions R — R indéfiniment dérivables à support 
compact (dites souvent fonctions de test). 
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Théorème 27 Soit 1 < p < +o. Alors la classe C®(R) des fonctions 
R—R indéfiniment dérivables à support compact est dense dans £(R). 


Démonstration. 
Il s’agit de montrer qu’à chaque fonction f € £P(R) et à chaque € > 0 
correspond une fonction ge € CÆ(R) telle que 


If — grep < €. 


La démonstration se fait en plusieurs étapes. 
Observons d’abord que f € £P(R) si et seulement si f},f- € ŒÆ(R). La 
relation 


IL _ (gr. et e)Ilp <= + S'op2lls + If E 95 elle 


montre qu’il suffit de d'établir l'énoncé pour une fonction de f € £P(R) 
positive. 

Il existe alors une suite de fonctions mesurables positives étagées w, qui 
croissent vers f et, en vertu des relations 


[f — nl = (f — n) < fP 
et du théorème de Lebesgue sur la convergence dominée, 
«Tim [f — El = 0. 


Il suffit donc de démontrer l’énoncé pour une fonction de £(R) positive 
étagée. 

Une telle fonction admettant une représentation du type … aklr, 
où À(Ez) < +ow pour 1 < k < N, il suffit de démontrer l’énoncé pour la 
fonction indicatrice d’un ensemble mesurable de mesure finie. 

À un tel ensemble Æ et à chaque € > O correspond un ensemble ouvert 
O qui contient Æ et qui est tel que 


X(E) < X(O) < XE)+e 


de telle sorte que 
Le — lo = XOE°) KE. 


Il suffit donc de démontrer l’énoncé pour la fonction indicatrice d’un en- 
semble ouvert de mesure finie. 
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F1G. 1 — Une fonction de test 


Puisqu’un tel ensemble O admet une représentation O = Ÿ', 14 où les 
intervalles ouverts 1; sont de mesure finie et puisqu’alors 


N +00 
HMo-d = à AG)<e 
k=1 


k=N+1 


dès que N est assez grand, il suffit de démontrer l'énoncé pour la fonction 
indicatrice d’un intervalle ouvert de mesure finie Ja, b]. 
Pour ce faire, introduisons la fonction h : R — R définie par 


hx) = eVG 27 TE rx). 


(Figure 1). On vérifie par récurrence sur n que 
ROIS Pn(x) 
CO 


où paix) est un polynôme en x, ce qui montre que h € CÆ(R) et que 


supp(h)= [-1,+1]. Soit 
+00 
H =) h(x) dx. 


Considérons le produit de convolution 


+00 1 T—Yy dy +00 1 
POSE TOETI EE EST ET CE 


— OO 
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Dans la première expression, la dérivation sous le signe intégral est aisément 
justifiée et montre que g5 € C®(R) avec supp(g5s)= [a — 8,b + 6]. Dans 
la deuxième expression, le théorème de la convergence dominée permet de 
passer la limite sous le signe intégral et entraîne que 


lim g;(x) = I bi): 
+ à 96( ) Jab[( ) 
Enfin, la relation 


196(x) — Ta(t)| < 2 Tja_1,5+1] (€) 


(qui est valable dès que 0 < 1) implique, toujours par convergence dominée, 
que 
Dm gs — ha lp = 0. 


C.Q.F-D. 
Introduisons sur l’espace S(E) une relation d'équivalence en posant 
f=g si f —g presque partout sur Æ 


et désignons par LP(E) l’espace des classes d'équivalence [f]. On en fait un 
espace vectoriel réel en posant 


[1 + [gl = [f +9], aff] = [af]. 


Ces définitions sont justifiées car si f = f1 et g = g1, alors f + g = fi + gi 
puisque 


{| (x) + gx) À f(x) +g(x)} € Lx | fix) À f(x)}U {x lait) À g(x)}. 


L'espace LP(E) devient un espace vectoriel normé si l’on pose 


IUT lo = 1 


La fonction [f] + |[f]|l, satisfait en effet les trois conditions que doit 
remplir une norme sur un espace vectoriel réel, à savoir 


1. |[f]Iln = 0 si et seulement si [f] = 0, 
2. [la(f]ll} = lal| [#11 pour tout a ER, 


3. [ST + [gl lo < NT lo + 1 19] Vo 
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(Le passage aux classes d'équivalence a pour but d’avoir ||[f]|l, = 0 si et 
seulement si [f] = 0). 

Le théorème de Riesz-Fischer affirme alors que l’espace LP(E) est com- 
plet : le critère de Cauchy y est une condition nécessaire et suffisant pour la 
convergence. (Un espace vectoriel normé complet est généralement appelé 
espace de Banach.) Si p — 2, nous avons affaire à un espace de Hilbert 
car la norme provient d’un produit scalaire 


< [fl (9 >=< f,g >. 


La fonction ([f],[g]) -< [f],[g] > a effectivement toutes les propriétés re- 
quises d’un produit scalaire sur un espace vectoriel réel : 


1. <[f],[f] > > 0 avec égalité si et seulement si [f] = 0, 
2. <[f], [gl >=< [g], [f] >, 
8. < on [1] + a2 [fa], [g] >= 1 < [fi [9] > +os < [fol [9] > . 


Pour 1 < p < +00, le théorème d’approximation exprime que les espaces 
L?([a,b]) constituent la complétion métrique de l’espace C([a, b]) relative- 
ment à la distance ||f — gl, : en particulier, les fonctions continues sont 
denses dans l’espace des fonctions intégrables. (Une fonction f € £P([a,b]) 
peut toujours être considérée comme une fonction dans £(R) en la prolon- 
geant par 0 à l'extérieur de l'intervalle [a, b].) 


5.1 Exercices 


1. Soit ® : (a,b) — R une fonction convexe. Montrer par récurrence sur 
n que, quels que soient æ1,%2,...,%n € (a,b) et @1,a@2,...,an €l0,1[ 
tels que aj +a2+-:-+an =1,ona 


( 5 ) < D axo(rx) 
k=1 k=1 


(Inégalité de Jensen). 


2. Obtenir l'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique 
de n nombres positifs a1,@2,...,@n, 


n 1/n 1 n 
gi 
(Tu) <i Dm 
k=1 k=1 
en y précisant les conditions d'égalité. 
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3. 


Soit  : (a,b) — R une fonction convexe dérivable. Montrer que son 
graphe y = @(x) est entièrement situé au-dessus de n'importe laquelle 
de ses tangentes y = d(xo) + D'(ro)(x — xo). 


. Discuter le cas d’égalité dans l’inégalité de Hôlder (lorsque 1 < p < +oo). 
. Soient 1 < p,q,r < +o des nombres tels que 


et 
fe PR), g € LR), h € L'(R). 


Montrer que fgh € £!(R) et que 


Mfghli < 1Flplglalhltr. 


. Montrer que, si f € £®([a, b]), 


flo = Jim | flip. 


p—+oo 


. Soient f € £P([0,+oo! ) et g € £T([0, +oco[ ) où 1 < p,g < +oo sont 


conjugués. Calculer 


. Soit f : [0, A] — R une fonction s’annulant à l’origine et admettant 


une dérivée continue. Montrer que, quel que soit p > 1,on a 


A 
We < rl lo 


L'égalité est-elle possible ? 


. Montrer que £?(R) £ £'(R) et que £!([0,1]) £ £2([0, 1]). 
10. 
11. 


Discuter le cas d'égalité dans l'inégalité de Minkowski (lorsque 1 < p < +oo). 


Soient f,g € £?(E). Montrer que 


1 
(AS + Ilglle = SUIS + 98 + If — 912) 


(identité du parallélogramme). 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Soit 0 < p < 1. Montrer que si f,g € £P(E), alors f + g € LP(E) mais 
que l'inégalité 

IF + 91» < 1 fl» + gl 
n’est plus nécessairement satisfaite. 


On considère les fonctions f, : [0,1] — R définies par 


2n%+8x a D<s<1/(2n°) 
fn(x)=+< 2nf(1-n°%x) si 1/(2n%) <zx<1/n° 
0 LL ere dl 


Montrer qu’elles convergent vers 0 en chaque point x € [0,1]. Déterminer 
les valeurs de p pour lesquelles elles convergent au sens de £?([0, 11). 
On dit d’une suite de fonctions mesurables f, : E — R qu’elles 
convergent en mesure sur E vers une fonction mesurable f : E — R 
si, quel que soit Ô > 0, 


in Ma | LAn(æ) — (| > 8} = 0: 


Montrer que la convergence au sens de S(E) (1 < p < +) entraîne 
la convergence en mesure. 


Soient 1 < p,p < + des exposants conjugués, fn € (E) des fonc- 
tions qui convergent au sens de £(E) vers une fonction f € S(E) et 
9n € LE) des fonctions qui convergent au sens de £1(E) vers une 
fonction g € LI(E). Montrer que 


lim | eo | 2 
n—+o JE E 


Montrer que les fonctions f,(x) = sin nx forment dans l’espace £?([-7, x|) 


une suite bornée (|| f,||2 restent bornées) qui n’admet aucune suite par- 
tielle convergente (au sens de £2([—7, x])). 


Soient f, € (E) des fonctions qui convergent simplement (ponctuel- 
lement) vers une fonction f € £P(E). Montrer qu’elles convergent au 
sens de ®(E) (1 < p < +) si et seulement si 


lim [flo = flo 


n— +00 


Suggestion : utiliser le résultat de l’exercice 20, page 37. 
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18. 


19. 


Soit f € £P(R) (1 < p < +oo). Montrer que 


bé (© Lf(æ + h) — fx) &)" = $; 


h—0 mis 


Suggestion : considérer d’abord une fonction dans C©(R). 
Soient 1 < p,q < + des exposants conjugués, f € Œ(R),g € LR) 
et 


ne)= [1e 0060 = [soc 0 à 


—_co — 00 
leur produit de convolution. Montrer que h est une fonction continue 
et bornée sur R. 
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6 DÉRIVATION 


Pour étudier jusqu’à quel point les opérations d'intégration et de dérivation 
sont les inverses l’une de l’autre, c’est-à-dire sous quelles hypothèses les re- 
lations 


_ Î fO dt = f(x) 
et 


b 
| f'(6) dt = f(b) — f(a) 


sont valables, nous allons introduire la classe des fonctions à variation bornée 
puis celle des fonctions absolument continues. Nous verrons notamment com- 
ment les formules d'intégration par parties et de changement de variables 
s'étendent à l’intégrale de Lebesgue. 


6.1 Fonctions à variation bornée 


Soit f € £!([a, b]) et considérons son intégrale définie, la fonction F : [a,b] — R 
déterminée par 


T 
HG 1 F(#) dt. 
a 
Une première propriété de cette fonction est sa continuité. Si À > 0, 


b 
F(2 +R) — F(x) = | Lnnny(#)f(E) dt 


alors que si h < 0, 


b 
F(& + h)— F(x)=- | Lorna) (#)/() dt 


de telle sorte que, en vertu du théorème de la convergence dominée de Le- 
besgue, 
lim (F(x + h) — F(x)) = 0. 


Une seconde propriété de la fonction F découle de sa représentation 
comme la différence de deux fonctions croissantes, 


r-fn-fr 


En vertu du théorème qui suit, la fonction Fest à variation bornée. 
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Une fonction @ : [a,b] — R est une fonction à variation bornée sur 
[a, b] si les sommes 


s(,P) = Ÿ lé(xx) — pr -1)| 
k=1 


restent bornées quelle que soit la partition 
PDT dose EC = TT Sn ae =) 
de l'intervalle {a, b]. Sa variation sur l’intervalle [a, b] est alors 


var(®, [a, b]) = sup{s(, P) | P}. 


Théorème 28 (Jordan) Une fonction @ : [a,b] — R est à variation bornée 
sur [a,b] si et seulement si elle peut s’écrire comme la différence de deux 
fonctions croissantes sur [a, b]. 


Démonstration. 
La condition est suffisante. Si  — g—h est la différence de deux fonctions 
croissantes, on à 


n nm 


= g(b) — g(a) + h{( 


pour toute partition P de [a, b]. 
La condition est nécessaire. On a en effet, quelque soit c €]a, b|, que 


var(, [a,b]) = var(®, la, c]) + var(®, [c, b]) 


ce qui montre que la fonction 
V(x) = var(d, [a, x]) 


est croissante. Il en est de même pour la fonction 


puisque, si æ1 < %2, 


j(t2) — j(æ1) = var(®, [x1,æ2]) — ((x2) — p(x1)) > 0. 
C.Q.FD. 


Il y a bien sûr plus d’une façon de représenter une fonction à variation 
bornée comme la différence de deux fonctions croissantes. La représentation 
précédente est, d’une certaine façon, optimale (exercices 2 et 3, page 67). 

Il suit de ce théorème que les discontinuités d’une fonction à variation 
bornée 6 forment un ensemble au plus dénombrable. Ce sont les points x où 
@ fait un saut : 


dla) = im be — h) À Him dr + hi) = 6(e+). 


L'étude des fonctions à variations bornées s’appuie sur le théorème suivant. 


Théorème 29 (Vitali) Soit E CR un ensemble de mesure extérieure fi- 
nie. Supposons que {la}aeA est une famille (pas nécessairement dénombrable) 
d’intervalles d'intérieur non vide ayant la propriété suivante : pour tout 
x € E et pour € > 0 arbitrairement petit, on peut trouver à € A tel que 
x € Jà et A(Ta) < €. Alors à chaque € > O0 correspond un ensemble fini 
d’intervalles deux à deux disjoints {La,,10,,..., 14} tels que 


N C 
à (s (on) | < €. 
k=1 
Démonstration. 


En considérant si nécessaire leur adhérence, on peut supposer que les 
intervalles Z,, sont fermés. Soit O € R un ensemble ouvert de mesure finie 
contenant E. En ne considérant si nécessaire que ceux qui le sont, on peut 
supposer que tous les intervalles Z, sont contenus dans ©. 

Formons alors une suite d’intervalles disjoints {2,, }£ de la façon suivante. 
la, est choisi arbitrairement. Si les intervalles disjoints 14,,1%,...,1%, ont 
déjà été choisis, posons 


A = suplad) | =Ù pour LEékEn) 
acA 
et choisissons un intervalle Z,,,., tel que 


TL 


An+1 


Â 
Lx =0 pour 1<k<n et A(L.:) > ca 
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Si ce processus s’arrête après N étapes (faute d’intervalles J,, remplissant la 
condition), on à nécessairement 


Car si 


il existe, par hypothèse, un intervalle Z, contenant x et tel que Z,14, = Ÿ 
pour 1 <k < N. S'il ne s'arrête jamais, la relation 


+00 
Dax) < X(O) < +00 
k=1 


implique que 
lim AÀ(] = 0 
; L (Lay) 


et aussi que l’on peut trouver N tel que 


D Aa) < €/5. 


kK>N 


Montrons que dans ce cas, 


Soit en effet 
N GC 
ze EN 5 n.) . 
k=1 


Il existe, par hypothèse, un intervalle Z,; contenant x et tel que Zy14, = 0 
pour 1 < k < N. D'autre part, il doit aussi exister des intervalles de la suite 
{Lauhren tels que La, Z Ü. Autrement on aurait A(I) < A <2 À(I,,:) 
pour tout k € N, ce qui impliquerait À(1,) = 0. Soit donc Z,, le premier 
des intervalles de la suite {74, }£en tel que 14, # 0. Alors n > N et 


ES RD D) 
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Ainsi la distance de x au centre +, de l'intervalle Z,, est au plus 


1 6) 


et 
TE [tn — ZA); Cn + TA) 
Donc 
N GC 
A (e (51) | <D5AL,)<Ee 
k=1 n>N 
C.Q.F.D. 


Théorème 30 (Lebesgue) Une fonction à variation bornée ® : [a,b] — R 
est dérivable presque partout. 


Démonstration. 

On peut supposer que 6 est croissante et, en posant @(x) = p(a) si x < a 
et (x) = @(b) si x > b, que l'intervalle [a, b] est symétrique par rapport à 
l’origine. Considérons les dérivées de Dini de ® en un point x €]a, b| : 


D_@(x) — HRanE CA D gt) 

D @(x) = lim sup PEN RE) 
h|O —h 

D;,@(x) = liminf _ 7 = 

D*@(x) = lim sup ER ee) 
RLO h 


Il s’agit de montrer que l’on a 
D_@(x) = D'@(x) = D+b(x) = D'(x) < +00 
presque partout sur |a, b[. Il suffit en fait de montrer que 
D'é(x) £ D_(x) < +00 


presque partout sur |a,b[. En considérant la fonction croissante (x) — 
—@(—x) pour laquelle D_#(—x) = D:o(x) et Dp(—-x) = D (x), cette 
relation entraînera en effet d’abord que DT (x) < D}6(x) puis que 


D_@(x) < D'é(x) < Dsp(x) < D'p(x) < D-6(x) < +00 
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presque partout sur |a,b[. On a 
{x | DYé(x) > D_@(x)} = [] {| Dté(x) > s>t> D_@(x)} 
s,t€Q 
et il s’agit de voir que, quels que soient s,t € Q, 
X({x| Dé(x) > s>t> D_@(x)}) = 0. 


Posons 
E={x| D'é(x) > s>t> D_(x)}. 


Soit O € R un ensemble ouvert contenant Æ et tel que A(O) < M'(E) + e. 
SitæeE, 
x — h) — gx) 


D_- = liminf 
(x) us 


Donc pour chaque x € E et pour À > 0 arbitrairement petit, il existe un 
intervalle [x — h,x| € O tel que 


(x) — px — h) <th. 
En vertu du théorème de Vitali, on peut trouver 
{lei — ha], [te — ho, æ2f,..., [en — kn,zn]} 


disjoints tels que, si 


k=1 
on ait 
(ED) > \'(E)—-e 
De plus, 
N N 
D (d(xx) — D(xx — hx)) < tÿ hg <tA(O) <{(ÏŸ(E) +e). 
k=1 k=1 
SiyEe ED, 
D*@(y) = lim sup +R) — (y) > 8. 
h|0 h 


Donc pour chaque y € ED et pour H > 0 arbitrairement petit, il existe un 
intervalle [y, y + H] € D tel que 


(y + H) — b(y) > sH. 


58 


En vertu du théorème de Vitali, on peut trouver 
lg, 1 + Hi], [ye, ve + Ho], ..., [um vu + Hu]} 


disjoints tels que, si 


M 
G=N y + Hi, 


j=1 
on ait 
(EG) > X(ED)-e> (EE) — 2e. 
De plus, 
M M 
VC (Ou; + H5) — (us) > SÙ CH; > s(X'(E) — 26). 
IL 351 


Maintenant remarquons que chaque intervalle ]y;, y; + H;[ doit être contenu 
dans l’un des intervalles ]xx — hx,xg[. En regroupant les termes de la somme 


M 


D (Cu + H5) — (y5)) 

j=1 
suivant les intervalles |xx — h;,x},[ auxquels ils correspondent et en utilisant 
le fait que la fonction @ est croissante, on obtient 


M N 
D (Qu + 15) — d(u)) < D (6er) — dx — hx)). 
j=1 k=1 
Ceci entraîne s(A*(E) — 2e) < t(X*(E) +e) donc sX*(E) < tX*(E) et enfin 
X(E) = 0. Pour voir que l’on a 
LdC +) = (a) 
hR|O h 


presque partout sur [a, b], nous utilisons le lemme de Fatou : 


_ bo (x +1/n) — (x) _—. a So 
ul. 1 /n db lim inf n ue o(x) dx Û (x) dx 


b+1/n a+l/n 
= lim inf n ( (x) dx - | (x) a) 


a+1l/n 
mue [40 [ sa de) < tb sa. 


n— +00 


C.Q.F.D. 


Remarque. Si @ est croissante sur l’intervalle [a, b], la fonction @’ n’est 
définie que presque partout sur [a, b]. On la prolonge à l'intervalle [a, b] tout 
entier en la posant égale à 0 aux points où la limite du quotient différentiel 
n'existe pas ou est infinie. On obtient ainsi une fonction mesurable positive 
encore dénotée ®/ et telle que 


b 
. d < 6() — g(a). 


Cette inégalité peut être stricte, par exemple, pour une fonction constante 
entre ses sauts. 


Théorème 31 Soient f : [a,b] — R une fonction intégrable et F : [a,b] — R 
la fonction définie par 


Fe | f(b) dt. 


Alors, presque partout sur [a, b|, 


Démonstration. 

On peut supposer que f est positive. Le cas général se ramène à celui où 
f est bornée en considérant la suite croissant vers f des fonctions bornées 
fn = inf{f,n}. On a en effet 


F(x) = Gn(x) + F(x) 


Cto) = Fuw-s0) da F(a = | (0 dt. 


Comme G, est croissante, elle est dérivable et G',(x) > 0 presque partout 
sur [a,b] et, par hypothèse, F/(x) = f,(x) presque partout sur le même 
intervalle. Par suite 


F'(x) = G(x) + Fix) > fn(x) 
donc 


F'(x) z f(x) 
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presque partout sur l'intervalle [a, b], ce qui entraîne 


F(b) > | FO dt > ;. 0 = FD) 
et enfin 
F'(æ) = f(x) 


presque partout sur l'intervalle [a, b]. Supposant donc f positive et bornée, 
soit x un point quelconque de l'intervalle ]a, b[ et montrons que 


F'(t) dt = f(t) dt. 


En vertu du théorème de la convergence dominée 


Ft h)= Ft), D JE 
(RO LE [rw à < ls 
et du théorème fondamental du calcul (F est continue), on a en effet 


æ z =. T = t 
[ro a [im 2 an [EN AC 
a a hI0 h h|0 Ja h 


. G 1 (D dt — : ’ NT àt) see) 


Observons finalement que si g € £!([a, b]) est telle que 


A 
pin 
a 


pour tout x €la,b|, alors g — 0 presque partout sur [a,b] (on prendra ici 
g = F'— f). En effet, JL 9 — 0 pour tout intervalle ouvert 1 donc Jo 9 = 0 
pour tout ensemble ouvert ©. Soit 


E = {x|g(x) > 0}. 

Si l’on avait ÀA(E) > 0, on pourrait trouver un ensemble ouvert © tel que 
la, b[ ECOC ]a,bl 

et 


X(O) <b—a 
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donc 
X( Ja, b[ O7) > 0. 


Comme ce dernier ensemble est entièrement contenu dans E, on obtiendrait 


une contradiction : 
= | g = | g > 0. 
O Ja,b[ O° 


6.2 Fonctions absolument continues 


C.Q.FD. 


Une troisième propriété de l’intégrale définie F découle de la propriété 
suivante des fonctions intégrables. 
Soit f € £!([a,b]). Alors à chaque € > 0 correspond 6 > 0 tel que 


À(E) < 6 implique Lu 4 (3) 


Cela est évident si |f| est bornée. Pour y ramener le cas général, intro- 
duisons la suite croissant vers | f| des fonctions bornées f, = inf{|f|,n}. En 
vertu du théorème de la convergence monotone, on peut trouver n tel que 


b 
[ (If fn) < e/2. 


Si 


on aura 


faur= fans fans fans +na <e 


La relation (3) implique que F est absolument continue. 


Une fonction ® : [a,b] — R est une fonction absolument continue 
sur [a, b] si à chaque € > 0 correspond 6 > 0 tel que pour toute suite finie de 
sous-intervalles ouverts deux à deux disjoints 


{ ]s1,t1{, 152, to|, ….. lé } 
de [a, b] on ait 


n 


> — 5x) <Ô implique 3 lD(Ex) — d(sx)| < €. 


k=1 k=1 
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Une fonction absolument continue sur un intervalle [a, b] est uniformément 
continue sur cet intervalle. Elle y est aussi à variation bornée. Soit en effet 
À > 0 le nombre associé à € — 1. Donnée une partition P = {x0,41,%2,...,Æn} 
de l'intervalle {a, b], considérons la partition P' = {x4,x1,x,,...,x,,} obte- 
nue de P en lui adjoignant les points 


b— 


& 
S 
= 


b—a : 
a+k= TT, O£SK<N, où 
Alors, regroupant les termes de la seconde somme en N paquets, 


b — 
RE 


S_ lé(æx) — d(ar-1)| < D |b(a4) — d(r4_1)| < N < 
k=1 


ES 
Il 
un 


Théorème 32 Une fonction  : [a,b] — R est absolument continue sur 
[a, b] si et seulement si elle admet presque partout une dérivée ®' intégrable 
et telle que 


Î | d' = (x) d(a) 


pour tout x € [a, b]. 


Démonstration. 

La condition est suffisante. Nous avons déjà démontré que l'intégrale 
définie d’une fonction intégrable est absolument continue. 

La condition est nécessaire. On sait déjà que ©, étant à variation bornée, 
admet presque partout une dérivée intégrable #’. On sait aussi que la fonc- 
tion 


da(e) = fat) àt+ 6 


est absolument continue et que (x) = (x) presque partout sur l’inter- 
valle [a, b]. Observons pour terminer que si une fonction g : [a,b] — R est 
absolument continue sur {[a, b]|, telle que g(a) = 0 et que g/ = 0 presque par- 
tout, alors g — 0 partout sur l'intervalle {a, b] (on prendra ici g = @ — @1). 
Soit en effet x E]a, b[ et considérons l’ensemble 


E={te ]a,xl] | g'(t) = 0}. 


SiteE, 


Donc pour chaque t € E et pour tout h > 0 assez petit, il existe un intervalle 
[t,t+ h] CJa, x tel que 


eh 


dE +R) — 90 < or 


Soit Ô > 0 le nombre associé à €/2 dans la définition de continuité absolue de 
g sur [a,b]. En vertu du théorème de Vitali, on peut trouver des intervalles 
deux à deux disjoints 


{fé t1 + ha, (ta, to + hol,...,[én, tn + hn]} 
tels que 
. C 
22 
donc que 
N C 
(ins .. }<s 
k=1 
Alors 


[g(x)| = 1g(x) — g(én + hN) + g(t) 


N-1 N 
+ d (9 (tg+1) — g(te + he)) + d (9 (tr + hx) — g(tx))| 
k=1 ee 
< |g(æ) — g(én + An)| + |g(t1)| 
N-1 N 
+ Votre) — gtx + Rx) + D Ig(ér + Rx) — g(tx)| 
bi er 
N 
Pre 
EE 
Em 


Le point x €]a, b[ et le nombre € > 0 étant arbitraires, le résultat est établi. 
GQ:F:D: 


Théorème 33 Soient ®,4 : [a,b] — R des fonctions absolument continues 
sur [a,b]. Alors la fonction dd est absolument continue sur [a, b] et 


b b 
J ov = ct étaréta) - fév. 
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Démonstration. 
La première assertion découle de l'inégalité 


Dé) D (tx) — (sk)U (sk) 
k=1 
= VD |(O(Éx) — d(sx))D(#x) + É(sk)(U (Ex) — D(sx))| 


< Ÿ l(éx) — d(sk)|]dlloe + ble D UE) — W(sk)]. 


k=1 k=1 


Comme 
(db) = pp + dy" 


presque partout et comme 


b 
Î Gu) = étre - étauta), 


la formule d'intégration par parties est démontrée. C.Q.F.D. 


Théorème 34 Soit  : [c,d] — [a,b] une fonction absolument continue 
et strictement croissante, appliquant Î[c, d] sur [a,b]. Pour toute fonction 
f € £a, b]), la fonction y f(b(y))#'(y) est intégrable sur [c, d] et l’on a 


b d 
[#60 à = [ retmé"( à 


Démonstration. 

La démonstration se fait en plusieurs étapes. 

Si f = Lu) est la fonction indicatrice d’un intervalle, fo® = I{4-1{u),6-1(v)) 
et la formule est vraie puisqu'elle s'écrit 


Si f = lo = D 'ylur, vf est la fonction indicatrice d’un ensemble ouvert, 
fob=ls-1(0) = >l8 ur), 67 T(vr)[ et la formule 


est vraie en vertu de l’additivité de l'intégrale. 

Si f — In est la fonction indicatrice d’un ensemble de mesure nulle, 
fop—l;-1(n) est mesurable parce que ®-!(N) est de mesure nulle. Intro- 
duisons en effet l’ensemble H = {x | d’(x) > 0}. Son complémentaire est de 
mesure nulle parce que la fonction inverse de d admet presque partout une 
dérivée finie. Soient O1 2 O2 D O3 D --- D N des ensembles ouverts tels que 
limy_,160 A(Ox) = 0. Alors D 1(O1) 2 D 1(O2) 2 p-1(0O3) 2 ::: D PIN) 
et 


= li = : 
0= lim A(O:)= lim LPO dy 


= lim d'(y) dy = L d'(y) dy 
k—+00 J4-1(04)H Nx #1 (Ox)H 


ce qui entraîne que À(f}, #1(0x)H) = 0, A(Nx #7 1(Ox)) = 0, APTL(N)) = 
0 et donc que 


A = fé dv 


Si maintenant f = Ig où Æ est un ensemble mesurable quelconque, il 
existe une suite décroissante d’ensembles ouverts O} tels que (, Ox = E+N 
et ÀA(N) = 0. Alors 


Fob= le = 1,610) 5-6 = lim 1004) — é-1(m) 


est mesurable et 


A(E)= Jim AO) = lim ee 9) dy 
k 


2 Fe d'u) dy = { d'u) dy. 
Nx #1 (Or) p-1(E) 


La formule de changement de variable est donc vraie, par linéarité, pour 
une fonction mesurable positive étagée, puis, par convergence monotone, 
pour une fonction mesurable positive et enfin, encore par linéarité, pour une 
fonction intégrable quelconque. C.Q.F.D. 


6.3 Exercices 


1. Vérifier qu’une fonction ® : [a,b] — R est à variation bornée si et 
seulement si son graphe est rectifiable, c’est-à-dire si et seulement si 
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les sommes 


cé, P)= SV (xx) — (xx -1))? + (ar — 241) 
k=1 


restent bornées quelle que soit la partition P = {x0,21,2%2,...,%,} de 
l'intervalle {a, b]. 


2. Soit  : [a,b] — R une fonction à variation bornée. Si P = {x0,%1,...,%n} 
est une partition de l'intervalle [a, b], soient 


pp, P) = D (ax) — d(zx1))+, 
k= 


et posons 
pos(o, [a, b]) = POP 
neg(®, [a, b]) = pus ol 


Montrer que 


pos(®, [a, b]) — neg(d, [a, b]) = d(b) — d(a), 


et que 


pos(d, [a, b]) + neg(é, [a, b]) = var(é, [a, b|). 


3. Soit ® : [a,b] — R une fonction à variation bornée. Supposons que 
p = g—h en soit une représentation comme la différence de deux 
fonctions croissantes sur [a, b] et posons 


P(x) = pos(?, [a, xl) , N(x) = neg(9, fa, xl). 
Vérifier que P et N sont croissantes sur [a, b] et que 
var(P, [a, b]) < var(gfa,b]) , var(N, [a, b]) < var(h, [a, b]). 


4. Vérifier que la fonction 


10. 


11. 


12. 


est intégrable sur [—1,1] et déterminer la variation de son intégrale 
définie 


Ft) i | f(#) dt 


sur cet intervalle. 


. Montrer que la fonction continue (x) qui coïncide avec x sin 1/x 


lorsque x Æ 0 n’est à variation bornée sur aucun intervalle contenant 


0. 


. Représenter sur l'intervalle [0,27] la fonction sin x comme la différence 


de deux fonctions croissantes. 


. Soit Q — {q1,q2,q3,...} une énumération des nombres rationnels. 


Montrer que la fonction 
1 
(x) = 9n 


An <X 


est strictement croissante sur R et discontinue sur Q. 


. Soit ® : [a,b] — R une fonction à variation bornée. Montrer que |@| est 


aussi à variation bornée sur [a, b] et que 


var(|@l, [a, b]) < var(é, [a, b]). 


En déduire l'inégalité 


b 
pa] 191< lé + var(lél la). 


. Soit ® : [a,b] — R la limite d’une suite de fonctions ®, : [a,b] — R à 


variation bornée. Montrer que 
var(@, [a,b]) < liminf var(®,, [a, b]). 
n— +00 


Calculer les nombres de Dini D*@(0), D; @(0), D (0) et D_@(0) pour 
la fonction 


® = (oc 1-00,0] + 2 ge J0,+00[) — (lo ]-00,0] + 2 Îo 10,+o0()- 


Montrer qu’une fonction est absolument continue sur tout intervalle 
dans lequel elle admet une dérivée bornée. 


Montrer que la fonction continue @(x) qui coïncide avec x? sin 1/x 
lorsque x À 0 est absolument continue. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


LE 


Soit ® : [a,b] — R une fonction croissante. Montrer qu’elle peut s’écrire 
sous la forme 9 = Que + Ds Où Pac est croissante absolument continue 
et . est croissante singulière, c’est-à-dire telle que d, = 0 presque 
partout sur [a, b]|. 


Montrer qu’une fonction convexe  : R — R est absolument continue 
sur tout intervalle compact [a, b]. 


Soit ® : [a,b] — R une fonction absolument continue. Montrer que 


b 
var($, la, b]) = 1 lé (æ)| de. 


Suggestion : considérer d’abord le cas où @’ est continue. 


Soient ® : [a,b] — R une fonction absolument continue et 
te = sup{o(g,P)|P} 


la longueur de son graphe. Montrer que 


= ['vi+6cr de 


Suggestion : considérer d’abord le cas où ®@’ est continue. 


À partir de la formule d'intégration par parties, montrer que si la fonc- 
tion F : [a,b] — R est absolument continue, positive et décroissante et 
si la fonction g : [a,b] — R est intégrable, il existe c € [a, b] tel que 


| | Fla)g(e) de = F(a) . oise 


(« Deuxième théorème de la moyenne >. Quel est le premier ?) 


69 


7 INTÉGRATION ABSTRAITE 


La méthode de Lebesgue s'étend aux espaces euclidiens. On peut en 
exposer la théorie suivant essentiellement les mêmes étapes que celles em- 
ployées sur la droite mais nous allons utiliser une autre approche, basée sur 
l’abstraction des idées présentées jusqu’à maintenant et qui nous conduira 
plus directement au théorème de Tonelli-Fubini sur le changement de l’ordre 
d'intégration dans les intégrales itérées. Cette approche présente un avan- 
tage pédagogique évident et a d’autres applications, notamment en calcul 
des probabilités. (Les démonstrations des résultats qui suivent et qui sont 
absentes ont été omises parce qu’identiques à celles des résultats correspon- 
dants déjà étudiés). 


Soit X un ensemble. Une tribu sur X est une famille 5 € GX) de 
parties de X telle que 

- (M) XEZ; 

- (D) EET implique E ET; 

— (T3) Er € € pour tout k € N implique [zen Ex € &. 

Si & est une tribu sur X, on dit que le couple (X,T) forme un espace 
mesurable. Les ensembles de T sont les ensembles mesurables de X. Par 
complémentarité, l'intersection d’une suite finie ou infinie d’ensembles me- 
surables est mesurable. La famille réduite à {(, X } est la plus petite tribu sur 
X et la famille FX) de toutes les parties de X est la plus grande. L’inter- 
section d’une famille de tribus étant encore une tribu, il existe, donnée une 
famille quelconque F de parties de X, une plus petite tribu &($) contenant 
3. C’est la tribu engendrée par %. 


Exemple. Si X est un espace métrique, la tribu (9) engendrée par la 
famille © des ensembles ouverts de X est la tribu de Borel sur X. Lorsque 
X =R, la tribu borélienne B = T(9) est aussi engendrée par les intervalles 
ouverts |a, b[ de R (ou même par les seuls intervalles de type a, +o[). On 
a donc B C £ (où £ est la tribu de Lebesgue). 


Soient (X,T) un espace mesurable et E € X. Une fonction f: E —R 
est mesurable si, quel que soit «à € R, l’ensemble 


{x | f(x) > a} 


est mesurable. 
Lorsque X est un espace métrique et que € contient la tribu de Borel, 
toute fonction continue f est mesurable; de plus, si f est mesurable et si 
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h : (a,b) — R est une fonction continue telle que ho f est définie, ho f 
est mesurable. En général, la somme et le produit de deux fonctions me- 
surables sont mesurables. De même, l’enveloppe supérieure et l’enveloppe 
inférieure d’une suite finie ou infinie de fonctions mesurables sont mesu- 
rables sur leur domaine de définition respectif. Par suite, ainsi en est-il de 
leur limite supérieure, de leur limite inférieure et de leur limite. 


Toute fonction mesurable positive f : E — KR est la limite d’une suite 
croissante de fonctions mesurables positives étagées w», 


n27 


— 1 
k=1 
où : L 
Ex={rl << 
et 


Une mesure sur X est une fonction y : & — [0,+oo] telle que 

— (Mi) (D) = 0; 

— (M) pour toute suite finie ou infinie d’ensembles mesurables deux à 
deux disjoints Ez, 


Si 4 est une mesure sur X, le triplet (X,T,u) forme un espace mesuré. 
Si E et F' sont mesurables et E CF, 


u(E) £ H(F). 


Pour toute suite d’ensembles mesurables Æ,, 


p [U ss) < 2 H(En). 


Pour toute suite croissante d’ensembles mesurables E», 


PT 
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Pour toute suite décroissante d’ensembles mesurables de mesure finie E,, 


adéalie) 


Une propriété vraie partout sauf aux points d’un ensemble de y —mesure 
nulle est dite vraie u—presque partout. 


L'intégrale sur un ensemble mesurable Æ d’une fonction mesurable f 
relativement à une mesure y est définie en trois étapes. 
: N : De / , 
Si f = p = > _, als, est une fonction mesurable positive étagée 
représentée sous sa forme canonique, 


N 


Le dpi = Sa u(EEx). 


k=1 


Si f est mesurable positive, 


fran=sw{ fe autose<1 sur 5}. 
E E 


Enfin, une fonction mesurable f est dite intégrable par rapport à 4 sur 
E si [,|f| du < +co auquel cas 


ras fran fr du 


£;(E) désignera l’espace des fonctions intégrables par rapport à w sur Æ. 
Si la suite des fonctions mesurables positives f, croît vers la fonction f, 


alors 
lim Jr du= | f du. 
n— +00 E E 


On en déduit que £i(E) est un espace vectoriel réel sur lequel 


pr [7 au 
E 
est une forme linéaire positive. De plus, si f est positive, l'égalité dans 
l'inégalité 
| f du >0 
E 


n’est possible que si f = 0 u—presque partout sur Æ. 
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Si la suite des fonctions mesurables positives f, décroît vers la fonction 
f et si f1 est intégrable, alors 


lim Jr du= | 5 du. 
n— +00 E E 


En général, si les fonctions mesurables f, sont positives, on a toujours que 


L liminf f, du < limin [l În du 
E +00 n—+00 JE 


(en prolongeant naturellement les définitions précédentes aux fonctions à 
valeurs dans [0,+œ)]) et, en conséquence, le théorème de la convergence 
dominée est toujours valable : si les fonctions u—intégrables f, convergent 
vers une fonction f en restant toutes majorées en valeur absolue par une 
même fonction {1 —intégrable g, alors 


lim Jr du= | r du 
n— +00 E E 


Les espaces £}(E) regroupent les fonctions mesurables de p puissance 
u—intégrable sur E lorsque 1 < p < + et £P(E) est l’espace des fonc- 
tions bornées u—presque partout sur Æ. [fl désigne la borne supérieure 
u—essentielle de f € L(E) et, si f € LE), 


1/p 
fl = (ur 4) | 


Avec ces notations, l’inégalité de Hôlder 


I fglh < fl glla 


où p et q sont des exposants conjugués (1 < p,q < +) reste valable et 
entraîne les inclusions 


ième 


CO 2 L 
£i (E) € £S(E) € £,(E) 
lorsque u(E) < + et l'inégalité de Minkowski 


If + 91» < Allo + 1191 


où 1 < p < +00 implique que les espaces LL(E) sont des espaces vectoriels 
réels. 
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À priori, il n’y à aucune raison pour qu’un sous-ensemble d’un ensemble 
de u—mesure nulle soit mesurable. La tribu est dite 1—complète si toute 
partie d’un ensemble de {—mesure nulle est mesurable. Il est toujours pos- 
sible de compléter une tribu qui ne l’est pas. 


Théorème 35 La famille T, des parties E de X ayant la propriété qu'il 
existe A, BET tels que ACECB et (BA) — 0 est une tribu contenant 
T. Si u est prolongée à &, en posant u(E) = (A), &, est p—complète. 


Démonstration. 
SiEE%, alors E € &, en prenant À = E = B. En particulier, X € %4. 
SiE € T,, alors B° C E° C A avec u(A°(B°)°) = 0 donc E° e %,. 
Si Er € Tu, Ag C Eg € By avec u(BzAf) = 0, alors 


UAcUECcUzR 
k k k 


avec 


C 


n [ÜUB |ÜA; <n(Umai) <a 0 
k j k 


k 


donc [J, Et € 4. 
La définition u(E) = 1(A)(= u(B)) est justifiée car si l’on a aussi A1 C 
E € B1 avec u(B1A$) = 0, 


H(Ai) < u(B) = HA) £ a(B) = (A1). 


— 


Ainsi prolongée, y reste une mesure. Si les ensembles Ey € T, sont deux à 
deux disjoints et ÀAx € Ex € B%, les ensembles Ax sont aussi deux à deux 
disjoints et 


(En) - (54) San - Ets 
k k k k 
Enfin, %, est 1 —complète. Si N € T, est de u—mesure nulle et E C N, 


soient A,B ET tels que ACNCB et u(A) = u(B) =0; alors CECB 
avec u(B) = 0 donc E e %,. C.Q.FD. 


Lorsque la tribu & est u—complète, une fonction qui coïncide 1—presque 
partout avec une fonction mesurable est elle-même mesurable. En conséquence, 
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le critère de Cauchy pour la convergence au sens de £(E) (1 < p < +00) 
reste valable dans les espaces mesuré complets. 


Le théorème suivant sera utile pour l'étude des intégrales doubles. Son 
énoncé fait appel aux notions de clan et de classe monotone. Un clan sur 
X est une famille € € FX) de parties de X telle que 

(CG) XEË; 

- (CG) EEE implique E° € €; 

— (C3) Er € € pour tout 1 < k < n implique U,czge, Er € €. 

En particulier, une tribu forme un clan. Par complémentarité, un clan est 
aussi fermé sous l'intersection finie. 


Une classe monotone sur X est une famille M C FX) de parties de 
X telle que 

— (CM:) Pour toute suite croissante d’ensembles Ex € M, U, Ex € M; 

— (CM) Pour toute suite décroissante d’ensembles Ex € M, }, Ex € M. 
En particulier, une tribu forme une classe monotone. L’intersection de classes 
monotones étant encore une classe monotone, la notion de classe monotone 
engendrée M(F) par une famille quelconque F de parties de X a un sens. 


Théorème 36 La classe monotone M(C) engendrée par un clan € est aussi 
la tribu (€) engendrée par ce clan. 


Démonstration. 

Toute tribu étant une classe monotone, M(C) € E(C). 

Pour démontrer l'inclusion réciproque, observons d’abord que si M est 
une classe monotone quelconque sur X et À € X, la famille 


Ma={BCX|AB,AB et AUBEM} 


est une classe monotone sur X. Par exemple, si les ensembles By; € Ma 
croissent, les ensembles AB € M décroissent (vers A([, Bx)° € M), les 
ensembles AB, € M croissent (vers AU), Bx € M) et les ensembles 
AU By € M croissent (vers À UU, Bx € M) ce qui implique que [J, By, € MA. 

Prenons Mt — M(C). Alors si À € €, € € Ma donc ME) € My. Si 
ensuite BE M(C), B € MA quel que soit À € € donc À € MB quel que soit 
A € €. Alors € C Mg donc M(C) C Mg. 

On en déduit que M(C) est une tribu. En effet, X € € C M(C). Si 
E € M(É), alors E € Mx donc E° € M(C). Si E,F € M(C), E € Mr 
et EU F € MC). Enfin, si Ex € MUC) pour tout 4 € N, les ensembles 
Ui<k<nEr € MUC) croissent vers UrenEx € MC). 
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Finalement, la définition de tribu engendrée implique &(€) € M(C). 
C.Q.FD. 


7.0.1 Le modèle probabiliste 


Le modèle probabiliste de base utilise les concepts présentés dans cette 
section, avec une notation et une terminologie différentes. 

Une variable aléatoire X est une grandeur associée à une expérience 
dont le résultat est imprévisible. Elle prend ses valeurs avec certaines pro- 
babilités. Sa fonction de répartition Fx : R — [0,1], supposée donnée, 
spécifie la distribution de ces valeurs, Fx(x) donnant la probabilité que X 
n'excède pas x. Fest donc une fonction qui croît de 0 à 1 lorsque x croît de 
—00 à +oo et qui est continue à droite : Fx(x) = Fx(x+) en chaque point 
x € R. On peut montrer qu’il existe une mesure borélienne ux : Bx — [0,1] 
(où Bx 2 B) telle que 


ux(]— 00,x]) = Fx(x). 


Une façon d'obtenir x consiste à reprendre la construction du chapitre 1 
en remplaçant les longueurs (b — a) des intervalles ouverts par les nombres 
(Fx(b—) — Fx(a)) dans l'équation (1) (exercice 9, page 79). La mesure d’un 
intervalle ]a,b] est maintenant (Fx(b) — Fx(a)) et celle d’un point x est 
Fx(x) — Fx(x-—). La mesure {x n’est bien sûr pas invariante sous trans- 
lation. La probabilité que X prenne une valeur dans l’ensemble £ € Bx 
est 


ux(E) = dr. 


(Cette notation est utilisée de préférence à f £ duxpour désigner une intégrale 
de Lebesgue-Stieltjes). Si ( désigne l’ensemble des résultats possibles de 
l’expérience aléatoire à laquelle X est associée (X : Q — R), la tribu des 
événements pour X est la tribu Ex = X_!(Bx) sur Q et l'équation 


Px (XT(E)) = ux(E) 


définit une mesure de probabilité sur Q (c’est-à-dire une mesure telle que 
PelQ)= 1}: 

La variable X est dite continue si sa fonction de répartition Fx est abso- 
lument continue ; la dérivée fx = FY s'appelle alors fonction de densité 
de probabilité de X et l’on a 


ux(E) = Î fx(e) de. (4) 
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En effet, on a alors 


b 
ux((a,5)) = Fx(6) — Fx(a) = | fx(e) de 


pour tout intervalle (a, b) et l'équation (4) est valable pour tout ensemble 
ouvert d’abord, pour tout ensemble mesurable ensuite. À l’autre extrême, 
X est dite discrète si Fx est constante sauf pour des sauts p; = Fx(k) — 
Fx(k—) > 0 aux entiers ; on a alors 


ax(E) = pe. 


keE 


On dit que X admet une espérance mathématique si X € LP, (Q) 
et que À admet une variance si X € LP, (A). Puisque Px(Q) = 1, toute 
variable admettant une variance admet aussi une espérance mathématique. 
L’espérance mathématique E(X) de X est le nombre défini par 


E(X) = fx dPx 


et la variance V(X) est donnée par la relation 


V(X) =  &x- E(X))? dPx = les dPx -E(X)?. 


L’inégalité de Tchebychev pour une variable aléatoire admettant une va- 
riance, 


Px{w ||X{(w) —E(X)| > o} < 


est facilement vérifiée. Considérant l’ensemble 


Q = {w | [X(w) -E(X)| 2 0}, 


Pt |IX(w)-E(XI2 0} = | dPx 
cf AOECOP ar, 
c [ AOC 47, 2 VGO 
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Lorsque X est continue et admet une espérance, celle-ci peut être calculée 
au moyen de la formule 


+00 
E(X) xzfx(x) dx. 


— OO 


En effet, en vertu du théorème de la convergence dominée, on peut écrire 


que 
= U X dPx 
(e) 


: k—1 k—1 k 
= in (© Sn Px Le . < X(w) <p) + Peu in < X()} 


2 
: k—1 k—1 k 
= in (D Tr vx (Con) rx +000) 


rm (R rx con) 


De {u _ < X(w) < =) — nPx{w | X(w) < n}) 


k=1 
k/2" +00 
=: hin (5: x(a) de +n | fx(x) dx 
RFA CS —1) ns n 
n27 (—k+1)/27 _n 
>» = : n fx(æ) dx -n fx(x) az) 
k=1 2 —k/2" —00 
+00 
= xfx(x) de. 


Le cas échéant, on montre de la même façon que 


V(X) = ' a? fx(x) dx — E(X)?. 


— OO 


Si X est discrète, les formules correspondantes sont 


+00 
= D km 


et 


+00 
= N kpe —-E(X). 
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7.1 


1. 


Exercices 


Soit 5 — { A1, 42,...,4,} où A1, 42,..., À, forment une partition de 
X (X = ÿ_, 4x). Déterminer 7(3). 


. Soit $ — {A41,42,...,4,} où A1, 42,..., A4, sont des parties quel- 


conques de X. Déterminer &(F). Quelle est la cardinalité maximale de 


T(8) ? 


3. Soit $ = {A, B}. Déterminer M(F) et T(F). 


4. Soient E CRet f : E — R une fonction mesurable (relativement à 


la tribu de Lebesgue). Montrer qu’il existe une fonction g : E — R 
borélienne (mesurable relativement à la tribu de Borel) qui coïncide 
presque partout (relativement à la mesure de Lebesgue) avec f. 
Suggestion : utiliser l’exercice 10 page 15. 


. Soient (X,T) un espace mesurable et E € X. Montrer que si f : E — R 


est mesurable, c € R et p > 0, les fonctions cf et | f|P sont mesurables. 


. Soient {71,%2,%3,...} une suite de nombres réels et {p1,p2,p3,...} une 


suite de nombres positifs. On considère la fonction y : BR) — [0, +oo] 
définie par 
u(E) = >. Pk- 
zrkCE 


Vérifier que 4 est une mesure sur R. Déterminer l’espace £}(R). Ex- 
pliciter l'inégalité de Hülder. 


. Répondre aux mêmes questions si y : £ — [0,+oo] est définie par 


u(E) = Î \o(æ)| dx 


avec g € £I(R). La tribu de Lebesgue est-elle complète relativement à 
cette mesure ? 


. Soit (X,T,u) un espace mesuré. Supposons que & soit une autre tribu 


sur X et que r : G — [0, +] soit une mesure sur X telles que & C 6, 
que la restriction de v à € coïncide avec y et que G soit 7—complète. 
Montrer que %, € 6 et que la restriction de v à T, coïncide avec 1. 


. La fonction F : R — [0,1] croissant de 0 à 1 lorsque x croît de —c à 


+oo et étant supposée continue à droite, on pose, pour E CR, 


Ur (E) = inf (Eu — F(&)) | ECU 1} | 


k k 
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la borne inférieure étant calculée sur la famille des suites finies ou 
infinies d’intervalles ouverts { ]az,b4[ }x recouvrant Æ. Montrer que 
— 4E([a,b]) = F(b) — F(a—); 

— Hk(a,b]) = F(b) — F(a); 

— 4r(la, b|) = F(b—) — F(a); 

— pour tout À CR et pour tout a € R, on a 


HR(A]a, +oo) + nr(Ala, +oof°) < Hr(A). 
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8 INTÉGRALES ITÉRÉES 


Pour bien étudier les conditions sous lesquelles l'équation 


le : Le Ja, y) dy — Î . dy L : f(æ,y) dx, 


est valable il est nécessaire d’introduire la notion d’intégrale double, 


1° Un f(x, y) drdy, 


qui est une intégrale relativement à une mesure dans le plan. Et pour étendre 
la théorie de Lebesgue au plan, nous allons d’abord définir une mesure sur 
la tribu produit engendrée par les rectangles mesurables de la forme À x B 
puis nous compléterons cette tribu relativement à la mesure construite, ob- 
tenant ainsi la tribu de Lebesgue £2 et la mesure de Lebesgue À2 sur R°. 
La propriété cruciale sera ici celle de la o-finitude de la mesure de Lebesgue 
À : l’espace R peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’ensembles de 
mesure finie. Nous verrons ensuite comment le calcul d’une intégrale double 
se ramène au calcul itéré de deux intégrales simples. 


La tribu produit £ & £ sur R? est la tribu engendrée par la famille À 
des rectangles mesurables, c’est-à-dire des ensembles À de la forme 


R=AXB avec A,BE£. 


Cette tribu est aussi la tribu engendrée par la famille € des ensembles 
élémentaires $, réunions finies de rectangles mesurables disjoints, 


S = SR, avec REX, 
k=1 


puisque R € Ë C TR). Observons que Ë est un clan. En effet, on a 
évidemment R? EM, RR'E MR et R° € E. Les relations 


DR CR =) D RER, 
k=1  j=1 


k=1 j=1 


et 


montrent que Ë est fermée sous les intersections finies et le passage au 
complémentaire. La tribu £ @ £ est donc également la classe monotone en- 
gendrée par É : 

L@£L= TIR) = T(É) = M(É). 


Théorème 37 La tribu £@ £ C GR?) possède les propriétés suivantes : 
1. Tout ensemble ouvert O appartient à £ @ £. 


2. Les sections 
Ex = {y| (x y)EE} et E={x|(x,y)eE} 


d’un ensemble E € £ @ £ sont dans £. 
3. Tout translaté E + (x0, yo) d’un ensemble E € L@ £ est dans £L @ £. 


Démonstration. 

Si (x,y) € O, il existe deux intervalles ouverts d’extrémités ration- 
nelles 7, et 1, tels que (x,y) € 13 x I, € O. Ces rectangles 7, X 1, étant 
dénombrables, 


0 L) &XE 
(æ,y)EeO 


appartient à £ @ £. 
Soit À la famille des ensembles mesurables E € £ @ £ tels que E; ap- 
partienne à £ @ £ pour tout x € R. Observons les identités 


5 SU TEA 
axB={} si téA, 


(E°)3 = (Ex) 


k 


k 


et 


Elles impliquent que % est une tribu contenant la famille À des rectangles 
mesurables donc que 4 = £ @ £. 

Pour (x0, yo) arbitrairement fixé, considérons la famille A; des ensembles 
E € £@£ tels que le translaté E + (x0, yo) € £ @ £. En vertu des relations 


A x B+(x0,%o) = (A+ xo) x (B + %), 
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(E La (to, Yo))° = E° + (to; Yo) 
et 


[U si} + (xo, Yo) — U (Ex £a (to, yo)), 
k 


k 
21 est une tribu contenant R donc A, = £ 9 £. C.Q.F.D. 


Il suit de ce théorème que £ @ £ contient la tribu borélienne 32 du plan 
et que, si £Ê € £ @ £, toute fonction continue f : E — R est mesurable. 

De plus, si f : E — R est mesurable, les fonctions partielles y — f;(y) 
et xt fY(x) définies par 


fe(y) = f(x, y) = f"(x) 


sont mesurables. On a en effet que 


{y | fx(y) > a} = {(x,y) | f(x, y) > a}x 


et que 


& | f(x) > a} = {(x,y) | f(x, y) > a}. 


Théorème 38 Il existe une et une seule mesure À2 : L£@ £ — [0, +oo] telle 
que 
X(4 x B) = X(A)X(B) 


pour tout rectangle mesurable À x B. Cette mesure produit À2 est inva- 
riante sous translation. 


Démonstration. 
Unicité. Supposons que y, v : £ ® £ — [0,+oco] sont deux mesures telles 
que, pour tout AÀA,B € £, 


u(A x B) = v(A x B) = XA)\(B). 


Alors, pour tout $ € É, 
a(s) = v(S). 


Soit Qn = [—n,n] x [—n,n] et considérons la famille 


M={EE L@£L|u(EQn) = v(EQn) pour tout ne N}. 
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Les propriétés de continuité des mesures montrent que MM est une classe 
monotone. Comme elle contient €, elle contient aussi £ @ £. Pour tout 
EE £@£, on a donc, toujours par continuité, 


H(E) =, lim (EQn) =, lim v(EQn) = v(E). 


n— +00 


Existence. Observons d’abord que 
+00 +00 
AAA(B) = f Late) de | To(o) dy 
+00 +00 +00 +00 
= / dx | Laxp(x,y) dy = / du | L4xp(x, y) de. 


Considérons alors la famille M1 des ensembles E € £ @ £ pour lesquels les 
fonctions 


+00 +00 
se | I£o,(x,y) dy et y | IzQ, (x, y) dx 
es (NS nd 


sont mesurables et satisfont l’équation 


+00 +00 +00 +00 
| dx | IzQ, (&, y) d= | du | Leo, (x, y) dx 


pour tout n € N. Le théorème de la convergence monotone montre que M: 
est une classe monotone. Comme elle contient €, elle contient £ @ £. Pour 
tout E € £@ £, on a donc, toujours par convergence monotone, 


+00 +00 +00 +00 
/ dx | Ie(x,y) dy = lim ax | I£o, (x, y) dy 


_— 
n— +00 Se 


+00 +00 +00 +00 
— lim du | I£o, (x, y) dx 4 du | LE(x, y) dx. 


—_ 
n— +00 se 


Posons alors 
+00 +00 +00 +00 
x(E)= [ar [tete du [av [7 1ete.u) dr 


et vérifions que À2 est une mesure invariante sous translation sur £@ £. On 
a bien 12(() = 0. Ensuite, si les ensembles mesurables Ex sont deux à deux 
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disjoints, 


+00 +00 
X2 Ex | = dx DL, 2,2, y) dy 
k 
E — 00 — 00 
+00 +00 
—00 D k 
+00 +00 
oo dx | La, (æ, y) dy = D (Ex). 
k ne k 


Finalement, la mesure À est invariante sous translation parce que À l’est : 
+00 +00 
MCE + (rovo))= [7 de [7 Loiuogo() du 
—OO —OCOO 


E(& — Zo, Y — Yo) d= | dx | I£(x — xo,y) dy 
— 00 — 00 


-J «fo 
= a [ue uns a= [a [uen dE 
FD. 


+00 
dx 


(ee) 


C.Q 


Une intégrale double est une intégrale par rapport à la mesure À ; on 
retient l'écriture usuelle : 


Lara ff re dr 
[ar ane ff rte dvd 


Une telle intégrale s’évalue habituellement au moyen d’intégrales itérées, 
généralisant ainsi la relation qui nous a servi à définir À : 


+oo r+o0 +00 +00 +00 +00 
| | Ir dudy= | dx | LE(x, y) d= | du | Le(x, y) dx 


C’est l’objet du théorème suivant. 


et 


Théorème 39 (Tonelli-Fubini) Soit f : R? — R une fonction mesurable. 
Alors 
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1. Si f est positive, les fonctions 


+00 +00 
se | f(x, y) dy et ve | Jen) de 


sont mesurables et 


[fra [a [ren = [af re ", 


2. Si f est intégrable, les fonctions 


rt f(x,y) et yr f(x,y) 


sont intégrables pour presque tout y et presque tout x respectivement, 
les fonctions définies presque partout par 


+00 +00 
y fla,u) de et se | A 


(et égales à 0 ailleurs) sont intégrables et 


LL sad [a [rendre [ax f se0 à 


Démonstration. 

Supposons f positive. Le résultat est vrai si f est la fonction indicatrice 
d’un ensemble mesurable. Par linéarité, il est vrai pour une fonction étagée. 
Et par convergence monotone, il est vrai pour une fonction quelconque. 

Supposons f intégrable. Le résultat suit de la première partie en l’appli- 
quant aux fonctions |f|, f, et f- . C.Q.F.D. 


Exemple. Soit à calculer le volume V du solide compris entre la surface 
z = xy et le plan z — 0 au dessus du triangle E : x >0,y>0et x+y<1. 
En vertu du théorème de Tonelli, on a 


v= f fav ddy= | | Le(x,y) xy dxdy 
E R? 


+00 +00 +00 +00 
dx | Le(x,y) zy d= | sd | Le, (y) y dy 


+00 1 : 1—x L 1 
=} dr] vdy= | zx | y dy = —. 
—co Ex 0 0 24 
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Exemple. Désignant maintenant par £ le triangle de sommets (0,0), (1,0) et 


on a, en vertu du théorème de Fubini et puisque 


ne 


“sin2re ; Fons HA 
K? ja | 


Exemple. L'hypothèse d’intégrabilité de f est essentielle dans le théorème 
de Fubini. On à ainsi 


à eu CR ue [5 


(x ar Ft o (1+y)? D: 
Évidemment, 


[« ef ED ou fe(f eus (sw) 
LG) ee 


La tribu produit £ @ £ n’est pas complète relativement à la mesure À2. 
Si en effet E CR n'est pas mesurable, E x Q@ € R? n’est pas mesurable 
bien que contenu dans l’ensemble de À2—mesure nulle R x Q. La tribu de 
Lebesgue £2 est la tribu obtenue en complétant £ @ £ par rapport à À : 


sin 2Tx 


IEe(x, y) dxdy < +00, 


que 


alors que 


Li = (L@£L)r 


et la mesure de Lebesgue est le prolongement de À2 à £o. 
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(1,1), 


Un ensemble E € R? appartient à Lo si et seulement si il est de la forme 
E=E+N 


où E" appartient à £ @ £ et A2(N) = 0. De même, une fonction f est 
mesurable relativement à £2 si et seulement si elle peut se mettre sous la 
forme 
f=f+fn 

où f' est mesurable relativement à £ @ £ et fn = 0 À2—presque partout, 
comme on le voit facilement en considérant d’abord des fonctions indica- 
trices d’ensembles mesurables puis des fonctions étagées puis des fonctions 
positives … 


1. La propriété d’invariance sous translation est conservée. Si E € £o et 
(to, Yo) € R°, alors E + (x, yo) € Lo et (EE + (x0, Yo)) = À2(E). 

2. Le théorème de Tonelli-Fubini reste vrai si la fonction f y est seulement 
mesurable par rapport à la tribu de Lebesgue. Il suffit en effet de voir 
que si fn est une fonction positive qui s’annule si (x,y) € N avec 
AN) = 0, les fonctions 


tr fn(x,y) 


sont mesurables pour presque tout y parce que nulles presque partout 
pour presque tout y. En prolongeant ces fonctions à R par 0, la fonction 
définie pour presque tout y par 


+00 
y | JN(x, y) dx 


et prolongée à R par 0 sera mesurable parce que nulle. Et l’on obtiendra 


+00 +00 
;, du | JN(x, y) dx = 0. 


Soit donc B € £L@ £ tel que N € B et ÀA2(B) = 0. Alors B? est 
mesurable et 


À(B*) = he Ip(x,y) dx = 0 


— OO 


pour presque tout y puisque 


+00 +00 
| du | Ip(x,y) dx = 0. 


En excluant les valeurs de y pour lesquelles A(BŸ) > 0, les fonctions 
ze fn(x,y) ont la propriété requise : si x € BY, fn(x,y) = 0. 
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8.1 


L: 


Exercices 


Soient f,g : R — R des fonctions mesurables. Montrer que la fonction 
(æ,y) + f(x) + g(y) est mesurable (relativement à la tribu produit). 


. Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable positive. Montrer que l’en- 


semble 
E={(zy)la<z<b,0<y< f(x)} 


est mesurable ( relativement à la tribu produit) et calculer sa mesure. 


.ÀE C KR associons l’ensemble E C R? défini par 


E={(xy)|z-yeE} 
et considérons la famille 
T={EeB|E € Bo}. 


Montrer que T = 8. 


. Déduire du théorème de Tonelli et de la relation 


Les 2 500 2,2 
À e ” d= | ze *Ÿ dy si x >0 
0 0 
que 


+00 L 
| e 2/2 dx = V2r. 


. Calculer 


[af re dy , [af rev dx et [ [Ut aras 


pour la fonction 


f(x, y) = Er 


. Utiliser le théorème de Tonelli pour calculer de deux manières l’intégrale 


b 1 
J & | y dy, 0<a<b 
a 0 


et en déduire la valeur de 


7. Utiliser le théorème de Fubini pour calculer de deux manières l’intégrale 


A prA 
. | e “Ysinx drdy 
o Jo 


et en déduire que 
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9 APPLICATIONS 


La représentation d’une fonction par une série trigonométrique 
+00 
fa) = De?) err/2 
— OO 


sur un intervalle fini (—ZL,+L) ou par une intégrale trigonométrique 


_ 1 TE iéx 
= |. Î(E) eïé* dé 


sur l’axe réel tout entier sont des outils essentiels des mathématiques ap- 
pliquées, à la base du génie électrique, par exemple. Historiquement, elles 
furent l’une des principales motivations du développement de la théorie de 
l'intégration. Nous allons illustrer cette théorie en présentant les démontrations 
de quelques résultats de base de « l’analyse harmonique », la branche des 
mathématiques qui traite de la représentation des fonctions par des séries 
ou par des intégrales trigonométriques et de ses diverses conséquences. 


9.1 Série de Fourier 


Des fonctions complexes apparaissent dans les expressions précédentes 
nécessitant une petite extension de nos définitions. 

Soit E CR. Une fonction à valeurs complexes f : £ — € est mesurable 
si sa partie réelle Rf et sa partie imaginaire Sf le sont, par définition. 
Une fonction mesurable f : E — € est dite intégrable si son module 


fl = V{(RF)? + (SP)? l’est. Il revient au même de supposer que Rf et 


S'fsont intégrables. Si f est intégrable, on pose 


Lr= far+ifer 


L'espace £k(E) des fonctions complexes intégrables sur Æ forme un espace 
vectoriel complexe sur lequel f + f. £ J est une forme linéaire. L’inégalité de 


triangle 
Lil fi 


reste valable pour les fonctions à valeurs complexes. Si le membre de gauche 
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n’est pas nul, en effet, on peut écrire, pour un nombre a € R approprié, que 


retloesesee 
=(fier)- fruess fur 


Il suit aussi de ces définitions que le théorème de la convergence dominée 
de Lebesgue, les inégalités de Hôlder et Minkowski, le théorème de Riesz- 
Fischer sur la complétude des espaces LT (E)et le théorème de Fubini sur les 
intégrales itérées restent valables pour les fonctions à valeurs complexes. 

Les définitions et les calculs qui suivent sont tous basées sur l’orthogo- 
nalité des exponentielles complexes : 

Re 


ikt —ijt | 
2x ” € e "J dt = Ir} (5). 


On dénotera par £h, l’espace des fonctions f : R — € périodiques de 
période 27 et appartenant à l’espace ££([-7,[) et par C2, l’espace des 
fonctions f : R — C périodiques de période 27 et continues (pour appartenir 
à Cr une fonction f continue sur [—-t,x] doit donc satisfaire la relation 


Fri = fn). 
Soit f € £L. Les coefficients de Fourier de f sont les nombres cy(f) 
définis par les équations 


et sa série de Fourier est la série trigonométrique 
+00 
ikx 
) ck(F) €. 
— OO 


Les sommes partielles de cette série seront dénotées par S,(f), 


n 


Sa(F)(x) = D c(f) ef*?, 


k=-—n 


et il s’agit étudier la question de leur convergence vers la fonction f qui les 
a engendrées. 
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Théorème 40 Deux fonctions f,g € £i, ayant les mêmes coefficients de 
Fourier coïncident presque partout. 


Démonstration. 

Il revient au même de montrer qu’une fonction f € £i, ayant tous ses 
coefficients de Fourier nuls doit s’annuler presque partout. En utilisant la 
formule d’Euler, on voit que c;(f) = 0 pour tout k € Z si et seulement si 
œ(Rf) = 0 et &4(Sf) = 0 pour tout k € Z. On peut donc supposer f réelle. 

Considérons d’abord une fonction f € C2r (à valeurs réelles). Si ses 
coefficients de Fourier sont tous nuls, on aura 

1 a+T 
FOTA(E) dt = 0 (5) 


27 a—T 


quelque soit a € R et quel que soit le polynôme trigonométrique 


nm 
1,2) = ÿ: + di 


k=-n 


Supposons qu'elle est strictement positive en un point a. Si Ô > 0 est assez 
petit, on à 


fs) fo > 0 pour tout x € [a — à, a + 6]. 


Considérons le polynôme trigonométrique 


re = (0) 


Alors, en contradiction avec l’équation (5), on a 


1 a+T 1 +T 
1. FT) dt = RE f(s +a)T,(s + a) ds 
1 
2 f(s+a)Tn(s + a) ds+ > | f(s + a)T(s + a) ds > 0 
27 Jis<5 27 Js<is|<m 


dès que n est assez grand puisque la première intégrale tend vers +o et que 
la seconde tend vers 0 lorsque n — +oco. 
Pour traiter le cas général, introduisons la fonction 


F(x) = | f(t) dt. 


TT 
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Elle est absolument continue et F(—7) = F(x) = 0 (car c(f) = 0).Sik £ 0, 
une intégration par parties montre que 


En vertu du cas continu, la fonction 
F(x) — co(F) 


est identiquement nulle et la fonction f qui en est la dérivée presque partout 
est nulle presque partout. C.Q.F.D. 


Remarque. Il suit de ce théorème que si 


+00 


D Icx(F)1 < +00, 


— OO 


On à 


+00 
fa) = D cu (9) e*° 


presque partout. La somme g de la série trigonométrique précédente est en 
effet un fonction dans C2, admettant les nombres c4(f) pour coefficients de 
Fourier comme on le voit en intégrant la série terme à terme (convergence 


dominée) : 
D TVR : 
(9 = 3 | D suce) e-Üe da 


Eu —00 


7e 1. FFT , 
Ya f ete TT dx = c;(f). 


T 


On ne peut donc avoir 
+00 


D Ick(F)I < +00 

—O9 
que si la fonction f coïncide presque partout avec une fonction dans C?,. Le 
théorème suivant, chronologiquement l’un des premiers de l’analyse harmo- 
nique, est d’applicabilité plus générale puisqu'il couvre effectivement tous 
les cas rencontrés en pratique. 
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Théorème 41 (Dirichlet) Soit f € £i, une fonction à variation bornée 
sur [-x,7]. Alors 


+00 
x— z 
Set) eitr = À FER #). 
2 

— OO 
Démonstration. 

Une fonction complexe est à variation bornée si et seulement si sa partie 
réelle et sa partie imaginaire le sont. On peut donc supposer f réelle. On a 


pe) = 16 + 14 


partout sauf peut-être aux points d’un ensemble fini ou dénombrable N. Mo- 
difions la fonction sur cet ensemble N de telle sorte que l'équation précédente 
soit valable partout et montrons que 


lim SA(f)(x) = f(x) 


n— +00 


en un point x arbitraire. On a 


SUD = 7 [TO À et à 
= - e ft su DA 2. 
: cf (£ — t) - f(x =) monter ” 


Comme, en particulier, 


Sn(L)(x) = 1= 


= | sin(2n + 1)t/2 dt, 
0 


T sin t/2 


on peut écrire 


Introduisons la fonction de £4. définie sur l'intervalle [-, | par la relation 


p.60 = (LEONE _ 6) rond: 
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Elle est à variation bornée sur [—7,7|, continue à l’origine et il s’agit de 


montrer que 
ep sin(2n + 1)t/2 
I — à) —— dt = 0. 
or Î pe(i) sin t/2 


Puisque, en vertu de l’exercice 1 page 110, les coefficients de Fourier d’une 
fonction intégrable tendent vers 0, on a 


1 T 
lim | Pat) cos nt dt = 0, 
0 


n—+00 T 


et il faut en fait voir que 


n—+oo T 


1 fT t 
lim — | Px(t) cot 5 sin nt dt = 0. (6) 
0 


Le raisonnement qui nous le permettra repose sur l’observation que + étant 
à variation bornée sur [—7,7|, var(z, [d,n]) tend vers 0 lorsque 7 tend vers 
0 et ce, quel que soit # tel que 0 < # < 7. Si cela était faux en effet, 
on pourrait trouver un nombre 0 > 0 et une suite d’intervalles disjoints 
Ldr, 7x] (k = 1,2,3,...) tels que var(@,,[Yx,nx]) > 6. On en déduirait que 
var(@z,lWx,m]l) > KÔ quel que soit K € N contredisant ainsi l'hypothèse 
que w- est à variation bornée sur [—7T, r|. 

Soit donc € > 0 arbitraire. Choisissons 7 > 0 tel que var(,, [W, nl) < €/3 
quel que soit Ÿ tel que 0 < 4% < n. Les calculs suivants utilisent les inégalités 


2 . . T 
—x<snr<x si O<r< — 
T 2 


qui traduisent la concavité du sinus sur [0, 7/2]. On obtient d’abord 


L. fT t 
— l Pz(t) cot =sinnt| dt < - 
. 2 3 


T 


dès que n > n1 en vertu de l'exercice 1 page 110 appliqué à la fonction 


be pe(#) ot Sin (6) 


puis 


T 
= COt — 


t 
Pz(t) cot 5 sinnt dt 


1 f7 
— | Px(t) sin nt dt 
T Jr/n 


Al 
S—, 
FT S 


1 
<n 


= var(oz (r/n,n]) < 2 
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en vertu des exercices 17 page 69 (le deuxième théorème de la moyenne) et 
2 page 111 (les coefficients d’une fonction à variation bornée sont majorés 
par la variation de la fonction divisée par l’indice du coefficient) et enfin, 
utilisant la continuité de la fonction w, à l’origine, 


1 fr t 
— À Pr(t) cot : sinnt dt 
0 


1 T/n 
<=] srl lion de 
T T Jo 3 


dès que n > n2. On aura donc 


1 


: LA 
— t) cot — sin nt dt| < 
| Pz(t) co jsinn | € 


dès que n est assez grand. C.Q.F.D. 
Les sommes partielles $,(f) peuvent converger vers la fonction f de plus 
d’une manière. 


Théorème 42 Soit f € £3,. Alors 
“tm [Su () — fl = 0 


De plus, 


Réciproquement, si 


+00 
. lcx[? < +00, 
—OCO 
il existe f € £$. telle que 
GT) = G 


Démonstration. 
Les sommes partielles S,(f) d’une fonction f € £3,. possèdent une pro- 
priété de meilleure approximation. Soit 
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un polynôme trigonométrique arbitraire de degré n. Alors 


1 pu 
T 
+T = 
: | (t)l?dt _h EC \T, T(t) )dt — _ à MO )Th(t)dt + + ITh(t)Pdt 
+T n n _ 
= D | f(#) dt — S aa D aDa+ D la 
do = k=-—n k=-n 
= 1 [OP D laUE+ 32 lat) af 
: k=—n k=-n 
1 nm 
AO TE 
k=-n 


On a égalité si et seulement si c; = cx;(f) pour tout —n < k < n. Ceci 
montre que, de tous les polynômes trigonométriques d'ordre n possibles, 
Sn(f) est celui qui approche le mieux la fonction f en moyenne quadratique 
et entraîne 


n 


1 Lu 2 — 1 LA 2 2 
le. LC) — Sa(F)E) dt = x |. Pat D la (D 


k=-n 


donc 


EE -5 M (Pat D la(PP 


k=-n 


L’entier n étant arbitraire, on en déduit l’inégalité de Bessel 


+T 
Etat P< [LEP à 


et, en particulier, la convergence de la série nu lcx(f)l?. Alors 


2 
+7 . 
SN SEE [| D ae) ds 2 D la(nf 


n<|k|<m n<|k|<m 


et 


lim I Sa(f) — Sn(f)|l2 = (): 


n,Mm— +00 
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Le théorème de Riesz-Fischer implique qu'il existe une fonction g € £3, telle 
que 
lim |Sn(f) — gll2 = 0. 
n— +00 
Cette fonction g a les mêmes coefficients de Fourier que la fonction f. En 


effet, 


ao = x [ Tate) et dt= im 2 (NC € dt = cu(f, 


n—+00 27 7 


la permutation de la limite et de l’intégrale étant justifiée par la convergence 
en moyenne quadratique de $,(f) vers g et l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 


+T . +T . 
[so et a [a e% ail < IS, (D — ae. 


On a donc f — g presque partout et 
lim |Sh(f) — fÎl2 = 0. 
n— +00 


En vertu de l’équation (7), l'identité de Parseval 


1 fr 


+00 
- (Pat — D le (P À 


2x 7 


est équivalente à la convergence en moyenne quadratique des sommes S,(f) 
vers la fonction f. 
Enfin, si les nombres c; sont tels que 


+00 


>» IG < +00, 


— OO 


le raisonnement précédent montre que les sommes partielles de la série 


+00 
; CR ext 
— 00 


satisfont le critère de Cauchy et donc convergent en moyenne quadratique 
vers une fonction f € £3, qui admet pour coefficients de Fourier les nombres 
cx donnés. C.Q.F.D. 
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9.2 ‘Transformée de Fourier 


Soit f € £L(R). Sa transformée de Fourier est la fonction f : R — C 
définie par 


: : 1 +00 . 
jo= [10e dt. 


En vertu du théorème de Lebesgue sur la convergence dominée, f est une 
fonction continue, bornée et 


Ille < 1111: 


Exemple. Soit ; 
n(x) = e7%/2, 


Alors, la dérivation sous le signe intégral et l’intégration par parties sur 
un intervalle de longueur infinie étant toutes les deux justifiées à l’aide du 
théorème de la convergence dominée, on a 


SU EN M 


— + (= 1” et/2 cos Ët at) = — Fe te t/2 sin ét dt 
_ Œ \V2r J_ NOR VE 


+00 
= e 12 £costt dt = —E AE). 
TT JS 


Cette équation différentielle, jointe à la condition initiale A(0) = 1, entraîne 
A(E) = P. 
La fonction n est donc sa propre transformée de Fourier. 


Considérons la fonction 


Sa transformée de Fourier est 
o(E) = oû(oé) = a ET EP. 


Ces deux fonctions jouissent des propriétés suivantes : 


1. la fonction n, est positive et croît vers 1 lorsque © tend vers +0; 


100 


2. la fonction À, est positive et 
SFeor 
él dé; 
V2T lt 
3. si y € £E(R) est continue à l’origine, 


lim —— Ra (E) PE) dé = v(0); (8) 


les calculs suivants et le théorème de la convergence dominée justifient 
en effet cette relation : 


+00 +00 
Le a O 66 d6- 20) = [5 a0(6) (616 — eo) dé 
Re, 1 AL ; 
7 | RE) KE — OI dE = Je ÉP otn/o) — (0) di 


4. pour toute fonction f € £L(R), on a : 


TT; 
œ d£ — 
] 1e-on = [05 
le théorème de Fubini justifie en effet les calculs suivants : 
+00 À : Tr - 
" it jt — CR 
V27T _l. RG V2T fr NA. NE ÿ 
+00 ; 1 +00 (eut - +00 : 
= St i(x— + = (y — 
ad fr mal) € eme 2) dy 
ff nr 
= ——_— d — O d . 
Le -+e CE 


t) not) et dt; (9) 


Théorème 43 (formule d’inversion de Fourier) Soit f € £L(R). Sup- 
posons que Î € £k(R). Alors 


_ 1 TRP-X itË 
fa = = 14 JO ét &. 


presque partout sur R. 
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Démonstration. 
Introduisons le produit de convolution 


1 FE . 
(9 = = Î MO CE: 


PORC SE fie E)If(& — €) — f(x)| dé 


et le théorème de Tonelli implique 


[unter ren ae < [ae LE [ auté rte 6 re 
= [a de [ire 0 — san de 


de telle sorte que 
lim |f,— fll1 = 0 
g—+00 


(en choisissant 


+00 
e(é) = | fe — €) — f(æ)| dx 


— OO 
dans l'équation (8) et en utilisant le résultat de l'exercice 18 page 52). 
D'autre part, en vertu de l’équation (9), on a aussi 


1 Fa it 
f(x) = Se Î_ F0) no(t) e"" dt. 


Cette deuxième représentation, les propriétés de la fonction n, et le théorème 
de la convergence dominée (f est intégrable par hypothèse) entraînent 


TT $ _ 
Em fy e" dt. 
g—+00 fe V7 =) 


On doit donc avoir 


1 ie” itt 
= Î(E) et dt 


pour presque tout x € R. C.Q.F.D. 


Remarque. Il suit de ce théorème qu’une fonction intégrable est unique- 
ment déterminée par sa transformée de Fourier. Si deux fonctions f,g € ie (R) 
ont la même transformée de Fourier, le théorème s’appliquera en effet à la 
fonction f — g. 
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Théorème 44 Soit f € £E(R) une fonction à variation bornée sur tout 
intervalle compact. Alors 


O1 Ph ue x f@-)+fit) 
jm, = Î fee de = IE, 


Démonstration. 


Comme dans le théorème de Dirichlet, on peut supposer que f est réelle 
et que 


po = 1414 


partout. Puisque, en vertu de l’exercice 6 page 111, la transformée de Fourier 
d’une fonction intégrable tend vers 0, 


us (6) = 0, 
On à 
. 1 LE” iré Cr 1 FAI ixË 
de [NOT ae in [HO 


( [A] est la partie entière de À) et il suffit de voir que 
im 2 [7 FO de = (x) 
n— +00 27 


—n 


en un point x arbitraire. En vertu du théorème de Fubini, on a 


LE | n +00 . . 
7 | fou f ( [roc at) Cire dé 
- fe f(E) _— dt = = Sep dt 
_2 [TS f(æ-t)+ f(x +t)sinnt 
En 2 L 


Comme d’autre part (exercice 7 page 90) on a 
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on peut écrire que 


7 [AO de — jo 


=2f (ee fa) an 2 


2 [TS f(x-t) + f(x +t)sinnt -( l'sinnt 
Î a+(2 


T 2 L T t 


+ dt 1) f(x) 


et il suffit de s’assurer que 


__ 2 [ (Et fa) SE à = 0 


n—+00 T 2 


et que 


dt = 0. 


Em 2 [een ee 


Cette dernière équation est valable en vertu de l’exercice 6 page 111 et 
on démontre celle qui la précède de la même manière que l’on a démontré 
l'équation (6). C.Q.F.D. 


Théorème 45 (produit de convolution) Soient f,g € £E(R). Alors, pour 
presque tout ER, on a 


+00 
F [f(x — y)g(y)| dy < +0, 


— OO 


la fonction h : R — € définie presque partout par l'équation 


est intégrable sur R et 


h(£) = F(E) 5(©). 


Démonstration. 
En vertu de l’exercice 4 page 79, on peut supposer que les fonctions f et 
g sont boréliennes. Alors la fonction 


(x,y) nn f(x — y) 
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est aussi borélienne (en vertu de l’exercice 3 page 89 pour la fonction indi- 
catrice d’un ensemble borélien, par linéarité et par passage à la limite pour 
une fonction borélienne arbitraire). La fonction 


(æ,y) + f(x — y)g(y) 


est donc mesurable et on peut lui appliquer le théorème de Fubini-Tonelli. 
On obtient ainsi 


[2 [2 If — w)alu)l du = [° dy 1° f(x — y)g(y)| dx 
= Foto dy [tte = de = foto dy [rte ae < +0 
Par suite, 


+00 
i [f(x — y)g(y)| dy < +oo 


pour presque tout x € R et la fonction définie pour ces valeurs de x par la 
relation 


+00 
ha = = | Seat du 


(et par 0 ailleurs) est intégrable sur R et 


C.Q.F.D. 
Remarque. On dénote généralement le produit de convolution de f avec 


g par f * g. 


L'objet du dernier théorème de ce cours est d'obtenir l’analogue de l’iden- 
tité de Parseval pour la transformée de Fourier. La situation est un peu com- 
pliquée ici du fait que l’espace £L£(R) n’est pas un sous-espace de l’espace 
£L(R). 

C 
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Théorème 46 (Plancherel) Soit f € £L£(R). Il existe fe £L2A(R) telle que 


2 


. +00 " 1 A ire : 
us _ LÀ) =. Var u J(æ)e dx| dé =0 
et que : 
+00 1 A L | 
: _ ité _ 
On a 


Ille = NF. 
Si f € LA(R) N LÊ(R), on a 


L : 1 +00 Let 
feo= |. JC) e"* dt. 


pour presque tout x. 


Démonstration. 
Supposons d’abord que f € ££(R) N £LÂA(R), posons f1(x) = f(—-x) et 
introduisons la fonction h définie presque partout par 


+00 
h(x) = = Î f(e + y) Fu) dy. 


Cette fonction h appartient à l’espace £E(R), est continue : 


jee [x fa Hp [uw a 
[h(xo)—h(xi Ze . To + y) — J(X1 +Yy y . y y 
et bornée : ; Pre 

ME [1 du 
On a de plus 


h(e) = FO. 
En vertu de l’équation (9), on peut écrire que 


+00 +0 | | 
= Î its de = Î h(Eme (Het dt, 


donc, en faisant x — 0, que 


+00 +00 
+ Î h(—Dho(t) dt = = Î (bn (t) dt. 
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En laissant © tendre vers +oco dans cette dernière relation, on obtient 


+00 | 
h(0) = _. Î Â(t) dt. 


(Pour le membre de gauche, en vertu de l'équation (8) et pour le membre 
de droite en vertu du théorème de la convergence monotone). Mais ceci 
implique que f appartient à l’espace £L2(R) et que 


+00 + | 
Î Lx) de = Î FO de. 


Dans le cas général où f € ££(R), les fonctions f(x) = f(x)l(_ 4 4)(x) 
appartiennent à £L(R) N L£(R) et 


im fa — fle = 0: 


(ee) 


Pour les transformées de Fourier 


_ 1 d —i£x 
JA(E) = Va hu f(æ}e dx, 


I fale = |falle. 


Il s'ensuit que les fonctions Î A satisfont la condition de Cauchy et, l’espace 
£Z£(R) étant complet, il existe f € L£(R) telle que 


On à 


li Fa — flo = 0. 
aim fa — Île 


Puisque, si f € £L(R) N 1e (R), les fonctions Î A convergent presque partout 


VEIS 
1 dé —iÊx d 
—— æ)e T, 
V27T . A 


—_ 1 ne —iêx 
= [ f(œ)e dx 


(presque partout) dans ce cas. Dans tous les cas, 


on retrouve 


flo= li falo= li — . 
LÂle= je Male = fm. lfalle = fe 
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Associons ensuite à g € ££(R) les fonctions g4(x) = g(—x)l(_4,4)(x) et 
leurs transformées de Fourier 


1 A ps 
x nn Êx 
AE) = —— xæ)e” dx. 

Sa(6) x). 

Comme précédemment, on voit qu'il existe g € £L£(R) telle que 
li GA — ÿll2 = 0. 
Am Îlg4 — ÿll2 

La démonstration sera complétée lorsque nous aurons vérifiée la formule d’in- 


version dans ££(R). Introduisant les opérateurs linéaires sur ££(R) définis 
par F(f) = f et F1(g) = g, il s’agit de voir que 


FSsrFi=E 


Lorsque . 
f, Ÿ € LCR) N LR), (10) 


cette relation est certainement satisfaite, en vertu de la formule d’inversion 
de Fourier. Reste à supprimer les hypothèses supplémentaires (10). Or, si 
f € £LE(R) N LÂ(R), la fonction fs, 


1 Fe . 
(0 = = Î JO (6) de, 


satisfait les conditions (10). En effet, il est clair que f, € ££(R) et que 
Jo = Îno € £EA(R) N LÊ(R). On a aussi f, € L£(R) ; en effet, 


POIL (= L. 1e -0h0 æ) 
= Lu jte = dé, ven Me (r)dn 


+00 +00 …. 2 
af Le “are DR Tr 


+00 
2 — Î Lf(x — €) Pño(E) dé, 


en vertu du théorème de Tonelli et de l'inégalité élémentaire 


2 , p2 
ue + b 
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de telle sorte que 


+00 +oo 
[to de < [ir de 


De façon similaire, 


1 


| (x) En f@)F < or 


+00 
Î f(x — 8) — f(a)l/ñ (€) dé 
et 


+00 1 EF +00 
| Lot) TP de < = (l … Aa(ENE il * le-6- He) de, 


ce qui entraîne, comme précédemment, que 
lim {ff — fll2 = 0. 
T—+00 
On en déduit que si f € £L£(R) N LA(R), on a 


F1 °F (f)— flla < F1 F (fo) — F1 0F (f)ll2 + fo — flle = 2] fo — flla < € 


si © est assez grand, donc que 
FoF(f)=f 


dans ce cas également. Finalement, l’espace £E(R)N£Z£(R) étant dense dans 
l'espace L£(R) (grâce aux fonctions de test), soit f1 € £L(R) N L£(R) telle 
que 


LA — flle < 5. 


Alors 


F1 FF) — file < [F0 F(f) —- Fo F(f1)lle + [fi — file < € 


ce qui entraîne 
FioF(f) = f 


pour toute fonction f € £A(R). C.Q.F.D. 
Remarque. On trouve d’autres notations pour les notions précédentes. 
Si 


se +00 £ A 
F(@ = | fe ét dt = V9r f(E), 


— OO 
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la formule d’inversion de Fourier s’écrit 


+00 | | 
f(x) = J (Get dé 


De 


et l'identité de Parseval devient 


[ur à 2 [or «. 


CO 27 CO 


De même, si 


+00 
fig (x) = j fa ads = der feu), 


— OO 


on à encore : 
(F9) = F9: 


Ou encore, si 


fo [ À Det àt = V fre). 


+00 + | 
f(x) = | FOE2TE de, 


et 


9.3 Exercices 


1. Soit f € Li. Montrer que 


lim, c(f}=0: 
lk|—+00 


Suggestion : considérer d’abord le cas d’une fonction continue. 
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. Soit f € £. une fonction à variation bornée sur [—T, r]. Montrer que 


var(f,[—T,x]) | 


(PI < LE 


Suggestion : remarquer que 


ER ee = liqs 


. Développer la fonction f(x) = x? — x? en une série trigonométrique 


sur l'intervalle (—T,7). En déduire la valeur des sommes 


st 1)f+1 + 
> DL. 
k=1 
. Développer la fonction f(x) — x en une série trigonométrique sur 


l'intervalle (—T,x). En déduire la valeur des sommes 


« © sin _ 


+00 


k=0 


. Soient f € £k, une fonction réelle et 


SC Sao +X ax(f) cos kx + b,(f) sin kx) 


sa série de Fourier écrite sous « forme réelle >. Quelle est l’expression 
intégrale des coefficients ? Que devient l'identité de Parseval ? 


. Soit f € C(R) une fonction indéfiniment dérivable à support com- 
pact. Montrer que, quel que soit N € N, 


lim EN f(E) = 


lÉl—+00 
En déduire que, si f € £E(R), 


lim f(£) =0. 
ll +00 
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10. 


11. 


. Calculer la transformée de Fourier de la fonction 


f() = er, 


T® cos Ëx 
| ST dE. 


En déduire la valeur de 


. Calculer la transformée de Fourier de la fonction 


f(x) = I). 


En déduire la valeur de 


. Calculer la convolution IL: 1] * Î1_1 1] et vérifier l’équation fx —_ Fe û 


dans ce cas. 


Montrer que si f,g € ££(R) on à 


[sic de = [7 aote) ae. 


—00 —00 


Suggestion : considérer d’abord le cas où f,g € £L£(R) N ££(R). 
Soit f € £L(R) une fonction telle que 


+00 
D IF(H)| < +oo. 


Supposons que supp( Î }=Î[r, 7]. Montrer que 


En déduire que la formule d’interpolation suivante 


sin r(x — k) 


+00 
J(x) = D 


est vraie presque partout sur R. Que donne cette formule lorsque 


Î(E) nn (T . ÉD ter 
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